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RESUMEN

En este trabajo se estudian las estructuras y mecanismos mentales que construyen estudiantes
de cuarto grado de basica primaria (9 - 10 afos), al abordar situaciones relacionadas con la
nocion de adicion de fracciones, analizadas desde la perspectiva de la Teoria APOE (acrénimo
de Accion, Proceso, Objeto, Esquema); esta teoria fue creada por Ed Dubisnky y desarrollada
junto con investigadores de Research in Undergraduate Mathematics Education Community
(RUMEC, por sus siglas en inglés). Con base en los elementos presentados por la teoria se
describe el desarrollo del pensamiento ldgico de la poblacion participante, asociado a la nocion
de numero racional, en particular a su interpretacion en la adicion de fracciones.

Con base en el estudio de aspectos didacticos, epistemologicos y curriculares sobre la fraccion,
su operaciones y relaciones, se propone una Descomposicion Genética Hipotética (DGH), con
el objetivo de identificar la ruta cognitiva que construyen los estudiantes para construir dicha
nociéon como un Objeto. La validacion de la DGH se desarrolla a través del disefio de un
cuestionaro que esta centrado en la manipulacion de Objetos Concretos, que permiten observar
el proceso de aprendizaje y algunos de los errores que los nifilos cometen al momento de
interactuar con la fraccion y su adicion.

La validacion de la DGH incluye ademas el disefio y desarrollo de una entrevista teniendo como
fundamento el ciclo de investigacion que propone la Teoria APOE. Basado en lo anterior se
realizé el andlisis de la entrevista mediante un estudio de caso, la cual arrojo la evidencia
necesaria para establecer que mediante las Acciones aplicadas sobre objetos concretos es posible
construir la estructura Objeto de la nocidn de adicion de fracciones.



Abstract.

In this work the it is addressed the constructions and the mechanics that build the primary fourth
grade students, to focus to the notion of addition of fractions, are base on the cognitive theory
APOE (Actions, Processes, Objects and Schemes) created by Dubinsky and developed along
with the (the (Mathematics Education Community Research) (RUMEC for its acronym in
English). Based on this Theory and the reflexive abstraction proposed by Piaget “to describe the
development of logical thinking in children and extends the idea to more advanced mathematical
notions” " (Dubinsky, 1991 cited by Roa-Fuentes, S and Oktag, A, 2010).

A hypothetical genetic decomposition (DGH) was proposed on the notion of rationales addition,
with the aim of identifying the cognitive path that students construct for acquiring an object.
The application of the DGH is focused on the manipulation of concrete objects, which allowed
to observe the learning process and some of the mistakes that children make when interacting
with the fraction and its addition.

In order to validate the DGH an interview was formulated taking into account the research cycle
proposed by the APOE theory. Based on the above, the analysis of the interview was done
through a case study, which provided the necessary evidence to establish that through the
Actions applied on specific concrete objects it is possible to acquire the object of notion of
addition of fractions.

Traducido por Dalia Diaz Docente I. E. Progresar



INTRODUCCION

Esta investigacion aborda la construccion de la nocidon de adicion de ntimeros racionales, al
identificar dentro del aula de matematicas, una dificultad sentida en los procesos de ensefanza
y aprendizaje de las matemadticas, especificamente en estudiantes de bdsica primaria. Las
diferentes dificultades reportadas en la literatura, muestran la complejidad de construir la
adicion de los numéros racionales en los diferentes niveles escolares.

Por tanto, se propone su estudio para fundamentar la construccion de un modelo cognitivo que
senala como los estudiantes de primaria pueden construir la adicion de fracciones, a partir del
trabajo sobre material concreto. Dicho modelo denominado por la teoria APOE como
descomposicidon genética, es un insumo importante para el profesor de matematicas, dado que
guia el desarrollo de la instruccion en el aula, asi como el disefio y desarrollo de la evaluacion.

A continuacion se describen las partes que componen este documento organizado por capitulos.
En el capitulo 1 se encuentra la problematica que se presenta especificamente en los nifios del
grado cuarto de primaria, cuando intentan construir nociones de fraccion, como un acercamiento
a la nocidon de numero racional y su operacion la adicion. Por otro lado se devela un recorrido
sobre algunos antecedentes que vinculan a la fraccién en bésica primaria, sus relaciones y
propiedades, asi como también la diferentes dificultades en concepciones y procedimientos
dirigidos a las suma de racionales dentro de la educacion basica. Situaciones que a través de
pruebas estandarizadas como las Pruebas SABER en el caso de Colombia, evidencian no solo
la medicion de competencias, sino también en qué aspectos procedimentales estan fallando los
estudiantes cuando se enfrentan a situaciones que requieren del uso del nimero racional y su
adicion. En el capitulo 2 se presentan los fundamentos de la Teoria APOE en mira de entender
las construcciones y mecanismos que construyen un sujeto cuando busca consruir un concepto
matematico, y el sustento metodoldgico para la aplicacion de una Unidad Didactica,
fundamentada en una descomposicion genética hipotética (DGH).

El proposito fundamental de esta investigacion es estudiar la comprension que pueden
desarrollar estudiantes de grado 4° (9 - 11 afios), determinando coémo pueden lograr la
construccion cognitiva del concepto de suma de racionales como una estructura Objeto. Para



lograrlo en el capitulo 3 se presenta el marco metodologico ahondado en la Teoria APOE de
manera mas detallada, al igual que la DGH; esta se consibe como una ruta que permite
evidenciar las construcciones y mecanismos mentales a los cuales acceden los estudiantes
durante su aprendizaje.

El capitulo 4 corresponde al analisis de datos que arroja la aplicacion de la entrevista, que estuvo
fundamentada en la DGH, al final se encuentran las conclusiones donde se reflexiona sobre el
proceso de investigacion implementado, con base en el trabajo realizado por los estudiantes y
el profesor investigador.

Este investigacion presenta un trabajo innovador para el aula a través del disefio de tareas con
las regletas de Cuisenaire y los sectores circulares, que se sustentan en el disefio de una
descomposicion genética. Proporciona herramientas para proponer actividades que generen
nuevas Acciones o fortalecer otras ya interiorizadas en los estudiantes sobre la nocion de nimero
racional; de igual forma se conocen las similitudes y diferencias entre los procesos mentales de
los estudiantes reflejados en la manipulacion de los objetos concretos y como éstos crean una
relacion entre lo concreto y lo abstracto. Por otro lado el docente puede evidenciar la causa de
los errores que podrian cometer los estudiantes, posibilitando asi crear de manera secuenciada
mediante la ruta establecida por la Descomposicion genética que promueva la construccion de
la nocion de suma de fracciones.
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CAPITULO 1

PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION
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En este capitulo se presentan los elementos que sustentan el problema de investigacion que se
aborda en este documento. Iniciando por los resultados obtenidos en las pruebas estandarizadas
del estado colombiano Pruebas SABER en lo relacionado con el Pensamiento Numérico,
investigaciones hechas en torno a la suma de fracciones y la revision de los planes de area
implementados en Colombia. Desde aqui se expone la problematica, asi como la hipdtesis y
objetivos de la investigacion.

1.1 Problematica

Las pruebas estandarizadas llamadas Pruebas SABER para los grados 3, 5 y 9 de la Educacion
Bésica son disefiadas y aplicadas por el Ministerio de Educacion de Colombia (MEN). La
aplicacion de estas pruebas inicid en 1991 y actualmente incluye las areas de Lenguaje,
Matematicas, Ciencias Naturales y Competencias Ciudadanas; a partir de 2005 se incluyo
Ciencias Sociales. Las pruebas buscan evidenciar el desarrollo de competencias de los
estudiantes dentro de todo el sistema educativo colombiano. La aplicacion periddica de esas
pruebas permite monitorear el desarrollo de las competencias bésicas en los estudiantes de
educacion bésica, como seguimiento de calidad, Indice Sintético de Calidad (ICSE). Dicho
indice se considera una herramienta que permite medir el rendimiento institucional en cada uno
de los ciclos educativos; en Colombia se desarrolla la formacion basica en cinco ciclos
organizados por grados como aparece a continuacion: Ciclo 1 (de 1° a 3°), Ciclo 2 (4° y 5°),
Ciclo 3 (6°y 7°), Ciclo 4 (8°y 9°)y Ciclo 5 (10°y 11°).

En el area de matemadticas y en particular en lo referente con los Sistemas Numéricos sus
operaciones y relaciones, se muestra un desempefio por debajo de la media sobre los niumeros
racionales, como se muestra con detalle mas adelante. Por tanto, se considera de interés
fundamental desde la perspectiva institucional, generar propuestas didacticas y metodoldgicas
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que promuevan el desarrollo de la comprension de los estudiantes desde la construccion de la
nocion basica de fraccion.

En matematicas han sido estudiados los diferentes errores que acompanan los procesos de
ensefanza y aprendizaje desde perspectivas epistemologicas, cognitivas, conceptuales,
sicoldgicas, entre otras. Cuando se evidencian en los estudiantes respuestas erroneas a
determinadas actividades, se prevée la necesidad de redireccionar la mirada y la practica
educativa, donde se contemplen esos errores como oportunidades. Son diferentes las causas que
propician los errores, sin embargo, como menciona Rico (1995) “cuando un alumno proporciona
una respuesta incorrecta a una cuestion matematica que se le plantea, se puede decir que su
respuesta es erronea, y la solucion proporcionada es un error de relacion con la cuestion
propuesta” (p. 2). Por tanto debe ser de interés para la comunidad analizar cudles son los saberes
previos que un estudiante deberia construir y cudles las formas adecuadas de establecer
relaciones entre un problema, un saber en juego y el conocimiento del estudiante.

Referente al origen de los errores Linares y Sanchez (1988) identificaron cuatro causas que
pueden provocarlos: los que aparecen de forma aleatoria, por descuido distraccion, etc.; debido
a que el alumno ignora la respuesta y presenta una respuesta al azar; los causados por defectos
en la comprension de un concepto y los debidos a la aplicacion sistematica de procedimientos
erroneos. Desde la perspectiva de la Didéctica de las Matematicas, los errores que han sido
identificados no estdn asociados con la ubicacidon geografica. Fandifio (2005) por ejemplo,
advierte algunos errores que se presentan con regularidad en estudiantes de todo el mundo y que
tienen relacion con:

- Ordenar fracciones y escribir nuimeros decimales.

- Las operaciones entre fracciones y numeros naturales y entre nimeros racionales.
- Reconocer los diagramas mas comunes.

- Utilizar el adjetivo “igual”.

- Manejar la equivalencia.

- Simplificar fracciones.

- Utilizar figuras no estandares.

- Pasar de una fraccion a la unidad que la ha generado.

- Manipular de manera autonoma diagramas, figuras o modelos.

En el listado anterior se evidencia que las operaciones entre fracciones, su relaciones y
representaciones es un problema que no solo afecta a estudiantes en Colombia, sino que los
comunes desaciertos también se evidencian en estudiantes de otros paises. La lista de relaciones
y/o de transformaciones que presenta Fandifio (2005), muestran problemas de orden conceptual
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profundo que se justifican desde el tratamiento que en los primeros afios escolares se da a la
fraccion en diferentes contextos.

Una perspectiva que contribuye sobre el problema que se esta tratando es el planteamiento de
Piaget (1964) respecto al desarrollo de ideas logico matemadticas que se abstraen de la
interaccion de los individuos con objetos fisicos o mentales. De tal manera que el individuo
aplica estructuras mentales para darle sentido a la construcciéon de objetos matematicos
abstractos. Otra dificultad que se presenta en el aula se asocia a la estructuracién de un concepto
matematico, en este caso la adicion de racionales. “Llegar a la comprension del concepto de
fraccion es un largo camino debido a sus multiples interpretaciones, sin mencionar a las ya
establecidas desde el lenguaje cotidiano, cuestion que suele estar presente en los procesos de
aprendizaje” (Llinares y Sanchez, 1997, p.189.)

La suma de racionales requiere conceptos matematicos establecidos anteriormente por los
estudiantes, de tal manera que puedan realizar algunas acciones en torno al concepto a
desarrollar. Cuando han sido creados de manera equivoca o estructurados en fundamentos no
adecuados seran una barrera para que los estudiantes logren estructurar construcciones y
mecanismos mentales. Tradicionalmente se hace énfasis en la memorizacion de técnicas o
algoritmos que rapidamente son memorizados por los estudiantes. Como mencionan algunos
investigadores en didactica de las matematicas, el interés se centra mas en la mecanica asociada
a los conceptos, que en la construccion de los conceptos mismos. Asi la suma de racionales
puede centrarse mas en la mecanizacion de reglas para sumar, que en la construccion conceptual
que permita a futuro a los estudiantes, entender la suma de racionales como una operacion
binaria.

Por tanto, es de interés en esta investigacion analizar las estructuras y mecanismos mentales que
los estudiantes pueden desarrollar cuando abordan la construccion de la suma de racionales,
desde la aplicacion de Acciones sobre objetos concretos, esto desde la perspectiva tedrica y
metodoldgica que ofrece la Teoria APOE (acronimo de Accién, Proceso, Objeto, Esquema).

En el contexto escolar la suma de fracciones siempre ha sido un tema de dificultad para los
estudiantes. Para construirlos de manera adecuada en bdésica primaria es necesario que los
estudiantes realicen acciones apropiadas. Esto puede ser utilizando los conceptos construidos
previamente como: la adicidn, la resta y la multiplicacion de nimeros naturales.
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1.2 Antecedentes

Referente al trabajo sobre fracciones, desde la perspectiva de la Didactica de las Matematicas
Valdemoros (2001) estudia en los grados tercero y cuarto de primaria las concepciones de los
estudiantes sobre la adicion de fracciones. En este estudio se confrontd a los estudiantes con
problemas verbales centrados en la suma de fracciones, el disefio y desarrollo de la investigacion
indaga sobre aspectos asociados a la construccion de lenguaje que los estudiantes logran sobre
las fracciones. La Autora concluye que los estudiantes no diferencian dentro de los contextos
planteados una unidad de medida que les permita llegar a una solucion satisfactoria de los
problemas planteados. Un ejemplo de esto es la siguiente pregunta (figura 1.1) realizada en su
trabajo de su investigacion.

Problema del cuestionario Texto producido por Elizabeth

Inventa un problema que José llevé 1 de pastel de chocolate a una fiesta, pero Julia
5

contenga: 1= l_:) llevéd 1 de pastel de vainilla.

10
(Cuanto pastel tienen entre los 2?
1+ 1=5+1= 15
5 10 50 50

Figura 1.1 ejemplo de actividad propuesta por Valdemoros (2001, p.55)

En este planteamiento se identifica por parte de la investigadora que la estudiante refiere en su
creacion del problema que a cada pastel se le puede asignar un sumando especifico, sin hacer
alusion a una unidad de referencia como: el tamaflo, enfocando su atencidén en los sabores,
omitiendo la referencia de que ambos tamanos fueran constantes (Valdemoros, 2011, p. 6).

Mas recientemente Baltazar y Valdemoros (2017) reportan una investigacion que incluye el
disefio de un modelo de instruccion diferenciada de la aplicada en las escuelas elementales de
la ciudad de México, enfatizando en la actividad mental y el pensamiento aplicados por los
estudiantes en el proceso de aprendizaje de las fracciones. De esta forma los autores intentaron
dar respuesta a preguntas planteadas desde la teoria de Piaget (2001), estas son: ;De qué manera
la abstraccion reflexiva contribuye a que los alumnos den sentido a las fracciones, en situaciones
de reparto? ;Coémo evolucionan las ideas de los nifios acerca de las fracciones a partir de la
reflexion realizada sobre sus acciones, en situaciones de reparto? Dentro de los resultados
obtenidos los autores logran implementar situaciones problema que buscan promover la
reflexion en los estudiantes. Ademas, seguir mas detalladamente las respuestas arrojadas por los
alumnos incentivandolos a formular y expresar diferentes argumentos estructurados de las
acciones implementadas.

En dicho trabajo los investigadores aplicaron entre sus actividades (figura 1.2), una donde el
estudiante debia realizar el reparto de tres objetos entre dos destinatarios; con esto se esperaba
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que desarrollaran asi una equivalencia entre las partes y el total de la suma de estds. Ademas,
Baltazar y Valdemoros (2017) muestran que los nifios participes lograron desplazar la

e a ’ r . ’
concepcion de que » son dos numeros naturales y que ésta es de una naturaleza diferente; asi
mismo pudieron identificar que un reparto puede ser representado por una fraccion. Otra de las
conclusiones reportada por los autores, se refiere a uno de los estudiantes participantes quien te
muestra un profundo arraigamiento de los nimeros naturales, negandose a reconocer que hay
numeros diferentes a los que ya conoce (Baltazar y Valdemoros 2017).

2
T

\ L
Tk
&

Figura 1.2 ejemplo de actividad propuesto por Baltazar y Valdemoros (2017, p. 409 )

Por otra parte, en su trabajo de investigacion “La ensefianza de los nlimeros racionales a partir
de la relacion parte-todo” Obando (2003), presenta desde su planteamiento del problema que en
el estudio de la relacion parte-todo se da la posibilidad de aproximarse a las fracciones. Ya que
esta se convierte en un eje para acceder a los numeros racionales y es un puente de entrada a
conceptualizar la unidad como un todo que se puede dividir en varias partes mas pequefias.
Segun el autor esto permite estructurar una relacion entre unidad aritmética y la unidad
geométrica. De igual forma, toma esa relacion como base para conceptualizar propiedades
diferentes de la fraccion, como lo es la denominacion de fraccidon propia e impropia, relaciones
como la equivalencia y las operaciones como la suma y la resta.

Por otra parte, Obando (2003) muestra que cuando se centra la atencion sobre el nimero de
partes que representa el numerador y el nimero de partes que representa el denominador en una
fraccion, se llega a la construccion de un concepto errdéneo: “La fraccion como dos numeros
separados por una raya”. Esta experiencia con el tratamiento de las fracciones segun Obando
(2003) lleva a los estudiantes a realizar la suma de dos fracciones, sumando los numerados y los
denominadores.

Sobre la tematica, Perera y Valdemoros (2007) disefian actividades dirigidas a la construccion
del concepto de fraccion como medida de cociente intuitivo y los intuitivos del operador
multiplicativo. En su problemadtica de investigacion las autoras exponen que uno de los
contenidos que presentan mayor dificultad para los estudiantes de basica primaria son las
fracciones y las operaciones con éstas; ademas proponen que posiblemente unos de los factores
mas influyentes es la didactica tradicional aplicada a la ensenanza.
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El tema de las fracciones ha sido estudiado desde diferentes perspectivas y durante mas de 30
afios por diferentes especialistas de la sicologia, la pedagogia, la sociologia y la didéctica de las
matematicas. Freudenthal desde 1983 muestra el tipo de dificultades que enfrentan los
estudiantes desde edades muy tempranas: “los nifios tuvieron conflictos para nombrar la parte
fraccionaria que se generd al partir un todo continuo en dos partes iguales. Asi mismo no
pudieron determinar qué parte de un todo continuo representan las fracciones.” (Perera et al,
2007, p. 214). Esta relacion entre la parte y el todo y su representacion ha sido muy cuestionada,
sin embargo, hoy dia el problema persiste en el aula. Parece que los trabajos de investigacion
siguen una via y el desarrollo metodologico, curricular y de contenido del aula de matematicas
otro.

Se puede asumir que dentro de las falencias que se evidencian en los estudiantes en cuanto al
desarrollo de las competencias matematicas, estd en la formacién de los docentes de basica
primaria y las competencias que éstos poseen en matematicas: “los formadores de docentes de
Educacion Primaria comunmente identificamos una serie de errores y dificultades en los
procesos de razonamiento necesarios para la construccion del conocimiento matematico para la
ensefianza” (Ball, 1990; Simon, 1993; Tirosh, Graeber y Wilson, 1998; Valverde, 2008, 2012).
Estos errores no son puntuales y se presentan en diversas areas de la matematica, no obstante,
los subconstructos de los nimeros racionales constituyen un campo fértil para el enraizamiento
de dificultades cognitivas.

Referente al problema de la representacion de las formas matemadticas abstractas, Salas (2012)
destaca que en la clase de matemadticas cuando se trabaja con material concreto los
procedimientos tienen justificacion y por tanto no se genera la mecanizacion del algoritmo y sus
problemas asociados. En particular en lo referente a la construccion de la nocion de fraccion, es
de suma importancia analizar los procesos efectuados para reconocer partes de la unidad,
establecer subdivisiones equivalentes, conservar la unidad, representar la fraccion indicada
graficamente, reconstruir la unidad y en los atributos de la fraccion en contexto de medida
y contexto de reparto, aspectos que son necesarios a la hora de abordar la suma de fracciones
(Salas, 2012).

Londofio, Kakes y Castro (2015) por ejemplo, plantean que para la relacion parte-todo se
requiere la identificacion de la Unidad, desarrollar la habilidad para realizar divisiones y
finalmente, tener la idea de 4rea y equivalencias de areas. De ahi la importancia de promover la
particion de diferentes tipos de unidades y la identificacion de fracciones en unidades que han
sido fraccionadas en partes no congruentes. Esto considerando formas apropiadas de representar
la fraccion y formas no apropiadas, de donde emerge de manera natural por ejemplo la nocion
de congruencia.

Con base en el panorama expuesto se da paso al planteamiento de la hipdtesis de este trabajo de
intervencion.
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1.3 HIPOTESIS

Esta investigacion propone estudiar desde la teoria APOE las concepciones que estudiantes de
primaria desarrollan sobre la suma de fracciones, cuando parten de la aplicaciéon de Acciones
sobre Objetos concretos para construir estructuras abstractas sobre las cuales tienen control en
su mente.

1.4 OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Disefar una descomposicion genética de la nocion de suma de fracciones para estudiantes de
cuarto primaria, que parta de la aplicacion de Acciones sobre objetos concretos para la
construccion de Procesos abstractos.

1.5PREGUNTAS DE INVESTIGACION

(Cuales son las estructuras y mecanismos mentales que debe desarrollar un estudiante de cuarto
primaria sobre la nocioén de suma de fracciones?

(Qué implicaciones tiene el disefio de un modelo cognitivo sobre los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la nocion de suma de fracciones para estudiantes de cuarto primaria?

1.6 OBJETIVO GENERAL

Analizar las estructuras y mecanismos mentales que desarrollan estudiantes de cuarto primaria
sobre la suma de fracciones cuando realizan la manipulacion de material concreto para
interiorizar Acciones (comparar, medir, entre otras) en Procesos mentales abstractos.

1.7 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Disefiar una descomposicion genética hipotética de la suma de fracciones fundamentada en la
aplicacion de Acciones sobre Objetos Concretos.

Describir las estructuras y mecanismos mentales que evidencian los estudiantes, a partir de la
manipulacion de material concreto.

Disefiar instrumentos que permitan validar la descomposicion genética hipotética sobre la
nocion de suma de fracciones.
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CAPITULO 2

TEORIA APOE



En este capitulo se presenta la teoria APOE (acrénimo de Accion, Proceso, Objeto y Esquema)
que direcciona la investigacion y la mirada sobre el objeto de estudio en cuanto a los aspectos
tedricos y metodologicos.

TEORIA APOE

La teoria APOE creada por Dubinsky y desarrollada junto con Research in Undergraduate
Mathematics Education Community (RUMEC, por sus siglas en inglés) se fundamenta en
planteamientos piagetianos. Esta teoria estudia la construccion que un estudiante puede lograr
de conceptos y/o nociones matematicas. Mediante la descripcion de un modelo cognitivo
definido por la teoria como Descomposicion Genética (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews & Thomas, 1996).

La aplicacion de esta teoria en Didactica de la Matematica favorece la comprension y
construccion de conceptos matematicos. La Teoria APOE parte de la manipulacion bien sea
fisica 0 mental sobre Objetos cognitivos que generan Acciones, de tal manera que la repeticion
de las manipulaciones facilita la interiorizacion y el desarrollo de una inteligencia operativa.
Segun Piaget (Saunders y Binsham, 1984) esta inteligencia es entendida como la adaptacion
eficaz, al pensamiento racional y vinculada al progresivo desarrollo de las operaciones mentales,
permitiendo de la formacion de procesos, los cuales a su vez son encapsulados para establecer
objetos y finalmente todo esto instaurado en esquemas.

La importancia que tiene este enfoque tedrico dentro de las practicas de aula radica en que se
convierte en una herramienta descriptiva y predictiva en la medida que le permite al docente y
al investigador identificar las diferentes estructuras asociadas a la comprension de una porcion
de conocimiento matematico. Estas estructuras y mecanismos dotan de significado las
relaciones que se dan en el aula entre el profesor y el estudiante mediante un interés comun al
determinado por el objeto de estudio.

A continuacion, se describe de manera puntual las estructuras mentales que se estudian en la
descomposicion genética. Asi como las relaciones que se establecen a través de mecanismos
mentales.

2.1 Acerca de la Teoria APOE

La Teoria APOE (acronimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema) permite centrar la mirada en
aspectos cognitivos de la construcciéon de conocimiento matematico. “La teoria APOE es una
interpretacion de la teoria constructivista que se basa principalmente en el concepto de
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abstraccion reflexiva, introducido por Piaget, para describir el desarrollo del pensamiento logico
en los nifos, y extiende la idea a nociones matematicas mas avanzadas” (Dubinsky, 1991 citado
por Roa-Fuentes y Oktac, 2010).

Los elementos que describen la teoria APOE se sustentan en diferentes construcciones mentales:
acciones, procesos, objetos y esquemas; las cuales son consideradas como etapas en el
aprendizaje de los conceptos matematicos. Estos a su vez son relacionados con diferentes
mecanismos como: interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y reversion (de encapsulacion),
que permiten mediar entre cada una de las construcciones y generar asi una nueva etapa del
saber matematico.

Esta teoria es el resultado del estudio del mecanismo de entendimiento de la Abstraccion
Reflexiva piagetiana, que se refiere a la reflexion sobre las acciones y procesos que se efectiian
desde un objeto de conocimiento. (Ku, Trigueros y Okta¢ 2008), en la presentacion del
desarrollo teodrico retoman la siguiente afirmacion:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las situaciones
matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto social y construyendo o
reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos y organizando en esquemas a fin de
manegjar las situaciones (Dubinsky, 1996).

En esta afirmacion presenta los aspectos fundamentales para identificar cudl es la forma en
que los estudiantes conciben un concepto y que son el centro de la teoria APOE: las
Estructuras Mentales: Accion, Proceso, Objeto y Esquema (Ku, Trigueros y Oktag 2008).

A continuacion se describen las estructuras de manera general y los mecanismos a través de los
cuales una estructura puede ser lograda.

Acciones: son entendidas como las transformaciones de un objeto, como aquellas primeras ideas
matematicas que se perciben por el estudiante como externas y se realizan como una reaccion a
sugerencias que proporcionan detalles de los pasos a seguir (Gamboa, 2013).

Interiorizacion: este mecanismo se presenta cuando se repiten las acciones, y éstas dejan de
depender de factores externos y el estudiante ejercerse un dominio interno sobre éstas. Se
interioriza la accidon cuando se es capaz de imaginar todos los pasos sin ser aplicados
necesariamente en su totalidad o en un orden, ademés cunado un individuo puede saltarse los
pasos (Arnon et al., 2014, p. 21).

Procesos: son producto de una reflexion interna del estudiante, es decir, hay una repeticion de
una Accién y una reflexion que permite llegar a una interiorizacion, o bien la coordinacion de
un Proceso con otro. Cuando el estudiante logra establecer una relacion entre las acciones y
reflexionar sobre ellas, lo lleva a pensar una determinada situacién matematica a la inversa.
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Coordinacion: este mecanismo se describe como la coordinacion general de acciones, para
referirse a la creacion de mas objetos y acciones a través del uso de una o mas acciones. Este
mecanismo permite coordinar dos 0 mas procesos para generar otro nuevo, que puede ser
encapsulado (Gamboa, 2013).

Encapsulacion: Este mecanismo permite que el individuo pase de una estructura dinamica
(Proceso) a una estructura estatica (Objeto). Principalmente todas las caracteristicas del Proceso
se estructuran como un todo sobre el cual es posible aplicar nuevas transformaciones.

Objetos: se especifican en el espacio donde el estudiante reflexiona sobre las operaciones
utilizadas en un proceso, cuando €l es capaz de ver el concepto matematico en conjunto como
un todo y las transformaciones que realiza son dindmicas, en este momento se dice que el
proceso ha sido encapsulado en un objeto. (Asiala, et al. 1996)

Esquemas: es una coleccion de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que se asumen
como la interaccion de los mecanismos, caracterizados por ser dinamicos y por permitir una
reconstruccion continua en los procesos de ensefianza y aprendizaje en las practicas de aula con
relacion a la matematica escolar.

La coherencia de un Esquema estéd determinada por la capacidad del individuo para determinar
si se puede utilizar para hacer frente a una situacion matematica en particular. Una vez que el
Esquema se construye como una coleccion coherente de estructuras (Acciones, Procesos,
Objetos, y otros Esquemas) y conexiones establecidas entre esas estructuras, que pueden
transformarse en una estructura estatica (Objeto) y / o se utilizan como una estructura dinamica
que asimila otros Objetos relacionados o Esquemas. (Asiala et al. 1996. Pag. 25)

Descritas las construcciones mentales, los mecanismos y sus relaciones segun el enfoque APOE,
estas se pueden representar en un modelo denominado Descomposicion Genética. La
Descomposicion genética es un modelo cognitivo que describe como se produce la comprension
de saber matemadtico a través de diferentes estructuras complejas de pensamiento y
descripciones explicitas de las posibles relaciones entre las Acciones, Procesos, Objetos y
Esquemas (Arnon et al, 2014).

2.2 Ciclo de Investigacion: Analisis Tedrico, Disefio e implementacion y Observacion,
Analisis y Verificacion de datos.

La teoria APOE trae consigo un ciclo de investigaciéon que se basa en el desarrollo de tres
componentes:

1- Anélisis teérico del concepto del cual surge una Descomposicion Genética.
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2- Diseno e implementacion de la ensefianza, que incluye el disefio de diferentes
instrumentos con base en el andlisis tedrico.

3- Andlisis y verificacion de datos, que permite a la luz de la descomposicion genética
analizar la pertinencia de las estructuras y mecanismos planteados de manera hipotética.

Fig. 2.2
ciclo de

Andalisis teorico

Observacion, andlisis y Diserio e implementacion

-~ < . > —_
verificacion de datos de ensenianza

investigacion (Asiala et al. 1996)

El andlisis teoérico se describen las construcciones y lo mecanismos mentales, que se pueden
evidenciar dentro del proceso educativo disefiado a través de las Descomposicion Genética
hipotética qué es el principal objetivo de esta fase. El disefio e implementacion estan
fundamentados en lo propuesto dentro del andlisis tedrico que apunta a que se creen las
construcciones mentales. Ya en la ultima fase de este ciclo de investigacion se observa de
manera ardua los datos recogidos durante la implementacion para realizar un analisis de toda la
informacion y por ultimo una verificacion de todos los datos, todo con la firme intencion de
analizar cada aspecto propuesto dentro de la DG.

Para Complementar estds fases la teoria APOE propone un ciclo llamado ACE que es una
estrategia pedagdgica que consta de tres componentes: (A) las actividades, (C) la Discusion en
clase y (E) los ejercicios.

En la realizacion de las actividades (A), los estudiantes hacen un trabajo en equipo para realizar
las tareas destinadas a crear nuevos retos y que sea mediante la interaccion que estos lleguen a
una solucion, seguidamente entre ellos se realiza una discusion (C) donde siempre esta mediado
el trabajo colaborativo para mejorar el proceso de aprendizaje y finalmente se emplearan otros
ejercicios (E) que tendran como intencion reforzar los saberes.
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2.3 Adaptacion del Ciclo para esta investigacion.

Esta investigacion se baso en el disefio y desarrollo de dos de los tres componentes que presenta
el ciclo de investigacion de la teoria APOE. En el primero Analisis Tedrico donde se realiza un
estudio profundo del concepto que se aborda y que sirve como fundamentacién para la
estructuracion de la descomposicion genética hipotética. En este componente la atencion se
centra en la comprension del concepto matematico y en como el estudiante puede llegar a ésta
(Asiala et al., 1996, p.5)

La tercera componente Observacion, analisis y verificacion de datos, permite en esta
investigacion validar la DG hipotética a través del andlisis de la informacion obtenida en la
consecucion de la entrevista, enfatizando en las construcciones mentales que fueron elaboradas
por los estudiantes y como éstas permitieron una apropiaciéon o no del objeto matematica
estudiado (Arnon et al., 2014, p. 94).

Como resultado de la relacién entre dichas componentes se obtiene una descomposicion
genética validada y refinada, a partir de la experiencia evidenciada por los estudiantes en la
construccion de la nocidon de suma de numeros racionales; gracias a la aplicacién de Acciones
sobre Objetos Concretos.
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CAPITULO 3

Método de la Investigacion: Analisis Teorico y Observacion Analisis y
Verificacion de Datos
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En el presente capitulo se describe el disefio metodoldgico que gira en torno a las estructuras
que estudiantes de cuarto grado de bésica primaria logran desarrollar, esto fundamentado de la
teoria APOE. La investigacion por tanto se propone con un corte empirico experimental, basado
en el estudio de caso, desde el empleo de un enfoque cualitativo.

3.1 Caracteristicas metodologicas generales

Esta investigacion es de corte empirico experimental, dado que se hace alusiéon a toda la
informacion y datos arrojados por la experiencia desde la observacion cuidadosa de las
actividades desarrolladas por la poblacién de estudio. Ademds del andlisis de la actividad
desarrollada por la poblacién en el cuestionario, que permitieron determinar cuales son los
factores o errores y los aciertos que se evidencian y como esto constribuye en la estructuracion
de la descomposicion genética.

Cada observacion tiene como objetivo identificar los datos empiricos que arroje la consecucion
de la aplicacion de los instrumentos disefiados con base en la Descomposicion Genética.Como
la misma palabra lo advierte se trata de describir las cualidades de un fendmeno, que es este
caso es una interaccion entre unos sujetos y unos conocimientos establecidos (Objeto
Matematico), buscando desde aqui abarcar una parte de la realidad de los estudiantes.

Con este enfoque se tratard de dar validez a esta investigacion a través de la proximidad a la
realidad empirica que brinda esta metodologia, ya que mediante este se posibilita la interaccion
con los sujetos estudiados analizando y comprendiendo los fenémenos.

Se elige el estudio de caso como método para esta investigacion, dado que es una herramienta
con mucho valor para este tipo de investigaciones. Una caracteristica del estudio de caso es que
a través de este se puede medir y registrar la conducta de las personas que se encuentran dentro
del fenémeno estudiado (Yin, 1989). Por otro lado, dicho método permite recoger una variedad
de datos desde diferentes fuentes, tanto cualitativas como cuantitativas. Stake (2010) considera
que el caso como un sistema integrado que se centra en lo especifico, no en lo general.
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De este modo el estudio de caso permite que se identifiquen caracteristicas individuales y no
grupales, mediante este método se puede visualizar esos aspectos particulares que se dan en los
procesos de ensefianza y aprendizaje, en este caso en particular en el desarrollo de una
Descomposicion Genética de la nocidon de suma de fracciones.

En esta investigacion participan los estudiantes del grado 4° de la Institucion Educativa
Progresar, ubicada en la comuna 6 del municipio de Medellin, especificamente en el barrio El
Progreso. Este grupo cuenta con 49 estudiantes con diversas capacidades, en su mayoria desde
la experiencia que he tenido como docente, se encuentra en un bajo nivel en los aspectos
geométrico como el numérico, en comparacion con otros estudiantes del mismo grado donde he
ejercido mi labor docente.

Como en la institucion solo se cuenta con un grupo de 4° se toman como casos de estudio cinco
estudiantes escogidos por su desempefio académico en el area de matematicas; a este grupo se
desarrolla una serie de actividades teniendo como base la Descomposicion Genética Hipotética.

3.2.1 Analisis teorico: Descomposicion Genética de la Nocion de numero racional y su
adicion.

Con el fin de construir la descomposicion genética del concepto (Suma de racionales) es
necesario originar en ésta, las construcciones mentales apropiadas para adquirir un concepto
partiendo de la abstraccion reflexiva obtenida del trabajo de Piaget y Garcia (1982) donde la
definen como ‘“el mecanismo por el cual el individuo se mueve de un nivel a otro”. Dubinsky
por su parte la toma como una herramienta mental, que utilizan los estudiantes en la aplicacion
de algunas acciones sobre algunos objetos determinados, permitiéndole asi “inferir sus
propiedades o las relaciones entre objetos de un mismo nivel de pensamiento” (Gamboa, 2013.
Pag. 25).

La DG es “un conjunto de estructuras mentales que pueden describir como se desarrolla el
concepto en la mente del individuo” (Asiala et al, 1996, p.7) mediante esta se describe un
modelo cognitivo en el cual se analiza y comprende como un estudiante aprende o estructura un
Objeto matematico.

En Parraguez (2009, citado en Gamboa 2013, p. 35) “expone que la DG esta basada en un marco
teodrico de aprendizaje general, la totalidad de nuestras observaciones y experiencias, y nuestra
propia comprension de las matematicas implicadas.” Es una hipdtesis sobre cuéles son las
posibles construcciones que un estudiante puede establecer para aprender un concepto (Ku, D.
Trigueros y Oktag, 2008).
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Para el desarrollo del Analisis Teoérico que sustenta el disefio de la descomposicion genética
hipotética, se toman en cuenta aspectos del analisis cognitivo desarrollado por Arnon (1998),
expuesto recientemente en Arnon et al., (2014); ademés de un analisis de libros de texto que
permiten dar una mirada sobre a realidad que actualmente se logra en las aulas regulares.

3.2.2 Analisis de la nocion de Fraccion desde la Teoria APOE

A continuacion, se presenta la primera descomposicion genética disenada sobre la nocion de
nimero racional como fraccion y algunos elementos que la sustentan. Arnon et al., (2001, 1999,
1998) estudiaron la vision de Piaget sobre lo concreto y abstracto como se mostro en la sesion
anterior. Con base en dichas ideas en Arnon et al., (2014) propone una descomposicioén genética

que inicia en la definicion de fraccién como parte-todo. Esto es una fraccion - donde kyn €

Z,n # 0, esto representa un todo k, que es dividido en n partes congruentes.

En este trabajo se describen las Acciones sobre Objetos concretos cuando los estudiantes
transforman materiales manipulables como: sectores circulares, regletas entre otros. Al respecto
Arnon et al., (2014) mencionan tres tipos de experiencia que los individuos adquieren cuando
tienen contacto con objetos del mundo externo, estos son:

1. Experiencias Simples: cuando no necesariamente implica la que un conocimiento puede
ser extraido.

2. Experiencias Fisicas: cuando un nifio manipula objetos fisicos y mediante un “proceso
simple de abstraccion” abstrae las propiedades de los objetos.

3. Experiencias Logico-Matematicas: en la cual los nifios manipulan objetos, construyen
propiedades de la Accidn en siy de las transformaciones que los nifios aplican sobre los
objetos. En este tipo de experiencia el conocimiento es construido por los mecanismos
de abstraccion reflexiva.

Con base en estas ideas y los resultados de la investigacion publicados en Arnon et al., (2014) a
continuacion se describen los niveles de desarrollo de la nocion de suma de fracciones que busca
mostrar la transicion desde la Accion hasta el Proceso.

Estos niveles parten de una aplicacion inconsciente de la Accion sobre objetos concretos a ser
totalmente consciente. Este nivel de conciencia se desarrolla de manera gradual y gracias a la
experiencia de los individuos.

Para la transicion de la Accién al Proceso se presentan niveles de construccion para la
interiorizacion de una fraccion unitaria. Estas Acciones estan definidas por la comparacion de
dos fracciones no unitarias. A continuacion, se plantean de manera especifica dichas Acciones
definidas en Arnon et al., (2014, p.162):

Mayor numerador = Fraccién mayor (conteo de circulos).
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Mayor denominador = Fraccion mayor (conteo de partes iguales).

Enteros mas pequenos (numerador y denominador) significa partes mas grandes, y
por lo tanto fracciones mas grandes.

Area no sombreada més grande = Fraccion mas grande.
Mayor numero de partes no sombreadas = Fraccion mas pequeiia.

Como propone Arnon et al., (2014) el paso por estos niveles no es consecutivo, dependen de la
experiencia de los estudiantes.

La descripcion de estos niveles lleva a la formulacion de una descomposicion genética que
potencia la transicion de las Acciones a el Proceso, a partir del mecanismo de interiorizacion.
Como se aprecia en la Figura 3.1, el andlisis realizado por Arnon et al., (2014) incluye las
transformaciones incorrectas que un individuo puede realizar en el camino de construccion del

Proceso.
Accion sobre Proceso:
Objetos Concretos Interiorizacion total de
Acciones correctas

Interiorizacion de
Acciones parcialmente
incorrectas

Interiorizacion de
Acciones incorrectas

Figura 3.1 Acciones sobre objetos concretos para la interiorizacion de Acciones correctas (Arnon et al.,
2014, p. 163)

El mecanismo de interiorizacion, como puede verse en la Figura 3.1, estd determinado por
Acciones incorrectas que se transforman en Acciones Correctas gracias a la experiencia de los
estudiantes con material concreto. Como muestra Arnon et al., (2014) el paso de la Accién al
Proceso estd determinada por la habilidad de un individuo para tener un control interno de la
Accion. Como muestra la Teoria APOE dicho control diferencia la estructura Accidon y Proceso
que un estudiante puede construir respecto a una nocién o concepto matematico. En la
investigacion reportada por Arnon (1998) se evidencia la manipulacioén de objetos concretos en
la imaginacion de los estudiantes. Con base en el andlisis de datos Arnon identifica seis criterios
para indicar ejemplos de como los individuos usan su imaginacion para realizar acciones sobre
Objetos concretos imaginarios; a continuacion, se describe cada criterio tomando en cuenta la
informacion presentada en Arnon et al., (2014).
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Criterio 1. El estudiante declara explicitamente que sus respuestas son el resultado de Acciones
que realiza sobre Objetos Concretos.

Criterio 2. Activar recortes de circulos imaginarios que no existen en el conjunto original de
objetos manipulables.

Criterio 3. Uso de dibujos.

Criterio 4. Indicaciones verbales que involucran el uso de lenguaje que se refiere a las
manipulaciones concretas.

Criterio 5. Indicaciones gestuales.
Criterio 6. Evidencia de realizar Acciones imaginarias sobre Objetos imaginarios.

3.2.2 Analisis de libros de texto

En esta sesion se presenta el andlisis hipotético sobre el tipo de estructuras y mecanismos
mentales que un estudiante puede desarrollar para construir la nocion de adicion de nimeros
racionales. El analisis de estos textos se fundamenta en la estructura propuesta por Campos
(2017) que contempla: 1. Estructura general del texto, 2. Presentacion y definiciéon de los
conceptos y 3. Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto.

3.2.2.1  Estructura general del texto

La estructura del texto “Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé” esta presentada en una
division enfocada en los diferentes pensamientos contemplados en el area de matematicas (ver
figura 3.2). El texto inicia con el pensamiento numérico, dividido en dos capitulos: en el primero
se desarrollan las operaciones matematicas basicas con nimeros naturales (Adicion, sustraccion,
multiplicacion y division) de manera general y la teoria de nimeros. En el segundo capitulo se
presentan las fracciones y nimeros decimales, es en este capitulo donde se centra la atencion,
porque es aqui donde se trabaja el objeto matematico analizado en esta investigacion.
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Figura 3.2 Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé (MEN, p. 6-7)

Cada capitulo inicia con la exposicion de una situacion cotidiana en la cual pueden ser aplicados
los conocimientos que con el desarrollo de la unidad o capitulo que propone construir. De igual
manera establece cudles son los conocimientos previos que debe tener el estudiante, los que va
a aprender y cudl seria la posible aplicacion que darian a éstos. Para adentrarse al contenido a
trabajar se inicia con un cuadro exploratorio, donde de manera sucinta se ofrece una pequena
definicion de los conceptos a desarrollar en la unidad, seguido de una situacién problema que
sirve como ejemplo para dar solucién mediante un procedimiento; que se espera sea abordado
por los estudiantes para resolver las actividades de practica.

A continuacion, se encuentra un cuadro llamado “comprende” que complementa la informacion
dada anteriormente en el cuadro exploratorio. Esto con el fin de afianzar la definicion del
concepto matematico que se esta trabajando. Para aplicar los conocimientos abordados en el
capitulo ofrece de manera secuenciada cuatro tipos de ejercicios para promover el desarrollo de
competencias, estos son:

e Ejercitacion
e Modelacion
e (Comunicacion

e Solucioén de problemas
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Con esta estructura se estudia cada concepto Matematico presentado a lo largo del texto, para
luego pasar a un apartado de resolucion de problemas, seguido de otro llamado Ciencia,
Tecnologia y Sociedad. Alli se presentan datos histdricos, aplicaciones del concepto a la
tecnologia y ejercicios de aplicacion. Finalmente se encuentra una explicacion del como se
puede dar solucion a algunos ejercicios usando la calculadora.

3.2.2.2  Presentacion y definicion del concepto Adicion de fracciones

Para abordar el concepto de adicion de fracciones el texto presenta como saberes previos una
representacion de fracciones que es abordada desde la relacion parte-todo. Esto lo propone el
texto como un todo continuo o discreto que es dividido en partes iguales. De manera secuenciada
se presentan fracciones equivalentes, para asi llegar a la adicion y sustraccidon de fracciones
homogéneas, seguidas de la adicion y sustraccion de fracciones heterogéneas.

En el texto se menciona que “una fraccion indica la relacién que existe entre la cantidad de
partes iguales de la unidad y el total de partes iguales que constituye la unidad”. Ademas,
presenta el proceso de adicion de la siguiente forma “para resolver adiciones ... que tengan igual
denominador, se suman ... los numeradores y se mantiene el mismo denominador” ; en cuanto
a la adicion de fracciones heterogéneas el texto propone buscar fracciones equivalentes que
tengan el mismo denominador y luego se suman las fracciones homogéneas obtenidas (ver
figura 3.3)

r B |
B Adicién y sustraccion de fracciones homog® “=as
Explora e« Cuando la adicion o |a sustraccion se realizan con fraccion 10MOogéng,,
se suman o restan los numeradores y se deja el mismo denominador. ‘

Figura 3.3 Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé (MEN, 2012, p. 44)

De esta definicion se puede extraer que el proceso de adicion se realiza desde dos o mas
fracciones homogéneas estrictamente. Por otro lado, desde el Ministerio de Educacion de
Colombia (MEN) se ha implementado una estrategia llamada Proyecto Todos Aprenden PTA,
para que las Instituciones Educativas del pais mejoren su desempefio en las pruebas SABER.
Este documento guia la formacion de docentes y la utilizacion del libro Proyecto Sé (MEN,
2012) propone que “la adicion y sustraccion de fracciones homogéneas permiten soluciones a
situaciones de la vida cotidiana” (p. 45) y que “para sumar o restar fracciones homogéneas se
suman o se restan los numeradores y se deja el mismo denominador”. Asi mismo la adicion de
fracciones heterogéneas, pero no se da una definicion de ésta, solo se muestra el proceso para
resolverla que es mediante “el minimo comun multiplo de dos o més nimeros es el menor
multiplo comun, diferente de 0 de los nimeros” y en la solucién a los ejercicios presentados la
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proponen desde el método de amplificacion, para convertir dos o mas fracciones heterogéneas
en fracciones homogéneas y asi proceder con su suma.

3.2.2.3 Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto

El ejemplo que presenta el apartado de adicion y sustraccion de fracciones homogéneas presenta
la fraccion como relacion parte-todo al presentar una caja de galletas surtidas como el todo y el
numero de galletas de chocolate y de mantequilla como las partes. Se plantea la pregunta: ;Qué
fraccion de la caja ocupan las galletas de chocolate y de mantequilla? como muestra la figura la
pregunta se responde al sumar las fracciones homogéneas que representan cada tipo de galletas
(Ver figura 3.4). Los ejercicios que proponen estan centrados en realizar la adicion de fracciones
homogéneas, en este caso sin apoyo visual de la representacion de dichas fracciones. (Ver figura
3.5)

El papa de Jimena compré una caja de galletas surtidas. _;—g
de la caja son galletas de chocolate y 6 son de mantequilla.

¢Que fraccion de la caja ocupan las galletas de chocolate y

de mantequilla?

® Para calcular la q] J : I{ : F —]
cantidad de la caja == ;r =
ocupada por las i — | jl
galletas de chocolatey 4 = |
mantequilla se realiza = EDE
una adicion. 13 da 6 _ 19 - 13
30 30 30 30
R/ Los dos tipos de galletas ocupan % de la caja.

Después de las onces, las galletas de chocolate ocupan L

- - . - 30
de la caja. ;Qué fraccién de la caja representan las galletas
de chocolate que comieron los nifos?

® Para calcular la

cantidad de la caja i

ocupada por las - |

galletas de chocolate j

después de las

onces se realiza una

sustraccion. 13 — S 8
30 30 30

R/ . .
Las galletas consumidas por los ninos representan £ de | ;
30 9€ la caja.

Figura 3.4 Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé (MEN, 2012, p. 44)
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Figura 3.5 Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé (MEN, 2012, p. 44)

Por el lado de la adicion y sustraccion de fracciones heterogéneas se encuentra un ejemplo donde
se presentan la adicidon y sustraccion de manera simultanea. Para resolver cada operacion, se
reducen las fracciones al comin denominador y se suman o restan las fracciones equivalentes
obtenidas (ver figura 3.6). En este ejemplo el texto no describe de donde salen los nuevos
numeradores, dejando a interpretacion del estudiante el procedimiento que se llevo a cabo. En
cuanto a los ejercicios que se proponen en este apartado, se inicia con la adicidon y de fracciones
heterogéneas, se especifica el denominador comun, alli los estudiantes deben encontrar el
numerador y proceder a realizar la operacion. Los ejercicios que se encuentran a continuacion
requieren de realizar todo el procedimiento de buscar el comin denominador y resolver el
algoritmo.
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Figura 3.6 Matematicas edicion especial 5 Proyecto Sé (MEN, 2012, p. 46)

Es claro que, al presentar estas formas de realizar las adiciones de fracciones, se asume que la
adicion de estds solo se puede realizar entre fracciones homogéneas.

El texto que se analiza a continuacion desde la estructura propuesta por Campos (2017), se titula
Estrategias en Matematicas del grado 4°, este es uno de los libros que se toma como texto guia
en algunas instituciones educativas de Colombia.

3.2.2.3  Estructura general del texto
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El texto producido por el editorial Libros y Libros S.A. se encuentra segmentado en 4 unidades,
numeradas secuencialmente, en cada una de ellas se encuentran apartados destinados a
desarrollar los diferentes pensamientos matematicos numérico, geométrico, métrico, aleatorio y
variacional (ver figura 3.7). Al inicio de cada unidad se exponen los estandares propuestos por
el MEN en los lineamientos curriculares, que direccionan los contenidos a desarrollar. Cada
contenido que se trabaja dentro de una unidad inicia con una situacion problema resuelta a
manera de ejemplo, para luego pasar a resolver una serie de ejercicios con lo aprendido
anteriormente. Al terminar con el desarrollo de tematicas con un contenido comun se encuentra

un apartado destinado a resolver cierta cantidad de problemas, promoviendo el uso de los
procesos contemplados anteriormente.

] = .
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Figura 3.7 Estrategias en matematicas 4 (p. 2-3)

3.2.2.4  Presentacion y definicion del concepto Adicion de fracciones

Para desarrollar el concepto de adicion de fracciones el texto presenta como saberes previos la
representacion de fracciones, enfocada desde una concepcion de fraccidn como parte-todo. En
este apartado proponen un ejercicio donde los estudiantes deben dividir un rectangulo en un
numero de partes iguales, desde una vision de lo continuo (ver figura 3.8), donde no se especifica
que el estudiante debe tomar una unidad de medida como referencia y como consecuencia se
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corra el riesgo que los estudiantes no identifiquen la no congruencia de las partes Londoio,
Kakes y Castro (2015).

CHIGP T

|. Colorea en cada caso segun la indicacidn.

I

Divide en 5 partes iguales Divide en 7 par?és Iguales
y colorea 3. y colorea 5,

- 1 1 UURINR UG, I [N

]
Divide en Fpanes iguales
y colorea 2.

Figura 3.8 Estrategias en matematicas 4 (p. 114)

Asi mismo presentan la fraccidn como parte de un conjunto haciendo alusién a la concepcion
de la parte-todo desde una perspectiva discreta, luego se proponen las fracciones propias e
impropias, la fracciéon como division inexacta, la fracciéon como division exacta, la fraccion de
una cantidad, las fracciones equivalentes en la cual se exponen los procesos de amplificacion y
simplificacion para obtenerlas y que se tendran como principal recurso para resolver las
adiciones de fracciones heterogéneas.

Al observar el apartado sobre la adicion de fracciones con igual denominador se observa la
siguiente: primero se presentan de manera simultanea la adicion y sustraccion de fracciones,
llamadas como “Adicion y sustraccion de fracciones con igual denominador”, sin relacionarlo
con el termino de fracciones homogéneas; Segundo, no hay una definicion del concepto y
tercero, solo proponen un ejemplo desde lo continuo al dividir un rectdngulo en partes iguales,
identificadas con dos colores diferentes, dejando de lado lo presentado anteriormente, que es la
visualizacién de la parte-todo desde la naturaleza continua (ver figura 3.9). La adicion de
fracciones heterogéneas encontradas en el texto como “adicion de fracciones de distinto
denominador” no esta definida como tal, solo presentan un paso por paso de como resolver el
algoritmo.
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Figura 3.9 Estrategias en matematicas 4 (p. 128)

3.2.2.6 Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto.

Se encuentra solo un ejemplo para que los estudiantes logren identificar el proceso que se debe
realizar para desarrollar una adicion de fracciones con igual denominador, en ¢l se observa un
rectangulo dividido en 24 partes iguales, 11 de ella de color purpura, 9 de color azul y 4 sin
colorear, no se observa una unidad de medida utilizada para la division del rectangulo (ver figura
3.9). El texto contintia proponiendo las siguientes preguntas: ;Qué fraccion del rectangulo estéd
coloreada? Y ;Cémo se resuelven las adiciones y sustracciones con igual denominador?, el
primer cuestionamiento queda a interpretacion del estudiante y para el segundo proporciona una
explicacion seguido de un ejemplo de solucion del algoritmo.

Luego se presentan 4 ejercicios (ver figura 3.10), con la particularidad de que estdn mal
numerados, ya que estan como 1, 2, 2 y 3. En el primero deben resolver 10 operaciones donde
5 de ellas estdn combinadas entre adicion y sustraccidn, proceso que anteriormente no fue
expuesto y que posiblemente puede generar confusion para alguno de los estudiantes. El
segundo son dos tablas de doble entrada una de adicion la otra de sustraccidn, en el tercer
ejercicio los estudiantes deben encontrar la segunda fraccion que afirme la igualdad. El cuarto
gjercicio muestra 6 rectangulos del mismo tamano, todos divididos de forma diferente, sin
especificar unidades de medida para su division, alli los estudiantes deben expresar las regiones
coloreadas en cada rectdngulo como una adicion.
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Figura 3.10 Estrategias en matematicas 4 (p. 128)

Por el lado de la adicidon de con fracciones de distinto denominador (ver figura 3.11), no se
observa ningun tipo de apoyo visual, basado en la representacion de las fracciones expuestas en
el ejemplo, en el que se muestra la forma de resolver paso por paso los algoritmos desde la
amplificacion y simplificacion de fracciones. Finaliza el apartado con 4 ejercicios (Ver figura
3.12), en el ejercicio 1 deben resolver 8 adiciones, en el 2 los estudiantes deben completar una
tabla de doble entrada, para el ejercicio 3 los estudiantes seis operaciones con nimeros mixto
(trabajados en la fraccion como division inexacta) y finaliza con el ejercicio 4 donde deben
hallar el minimo comtn multiplo de 4 fracciones heterogéneas.
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Figura 3.11 Estrategias en matematicas 4 (p. 128)

|. Resuelve las siguientes adiciones.

3. Resuelve las operaciones usando nime-
ros mixtos. Observa el ejemplo.
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Figura 3.12 Estrategias en matematicas 4 (p. 128)
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3.2.3 Conclusiones sobre el analisis de los textos.

Se pudo observar que ambos textos realizan una propuesta de la fraccion como parte-todo,
dejando de lado las demds concepciones de la fraccion, reduciendo asi la posibilidad de que los
estudiantes conciban la fraccion desde otros procesos. Otra de las similitudes es que ambos
textos en su presentacion de las fracciones utilizan el rectangulo como un todo dividido en varias
partes iguales, detalle que el estudiante debe asimilar de acuerdo a su nivel de observacion, ya
que no se demuestra mediante alguna unidad de medida que esas partes ciertamente son
homogéneas.

Uno de los aspectos mas relevantes observado en ambos textos, tiene que ver con la adicion de
fracciones heterogéneas, éstas son presentadas solamente desde la parte algoritmica, no se
contempla que los estudiantes puedan mediante la comparacién y relacion entre partes de
diferentes dimensiones, la posibilidad de reducir o amplificar una fraccion desde la
representacion grafica o concreta. De acd que se en esta investigacion se plantee una DG
hipotética centrada en la manipulacion de objetos concretos, donde el estudiante a través del
unas Acciones , pueda interiorizar desde su experiencia un Proceso sobre el cual, puedan
resolver una Adicion de fracciones con mas sentido.

3.2.4 Descomposicion genética hipotética.

Tomando en cuenta los aspectos sefialados hasta el momento en este capitulo, se busca
estructurar un modelo cognitivo de la nocion de adicion de racionales tomando como base las
fracciones homogéneas. En esta DG se retoman las estructuras propuestas por la teoria APOE,
Accion, Proceso y Objeto; mediante éstas se pretende visualizar la forma en que los estudiantes
construyen y hacen uso de los mecanismos mentales para la construccién del objeto o su
eventual transformacion.
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Figura 3.3 Descomposicion Genética Hipotética. (DGH)

Como muestra la figura 3.3 el modelo cognitivo hipotético parte de la aplicacion de Acciones
sobre Objetos Concretos. En este caso sobre sectores circulares y regletas de Cuisenaire que
representan diferentes fracciones.

Acciones: esta estructura se logra a partir de la manipulacion que los estudiantes realizan de
las regletas de Cuisenaire y los sectores circulares. Como muestra la figura 3.3 dadas las
caracteristicas de los Objetos Concretos, las Acciones sobre estas desde el campo geométrico se
relacionan con la comparacion entre tamafio, color y forma; estas caracteristicas permiten
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asignar un determinado valor (numero natural) a cada color. En el caso de los sectores circulares,
la principal Accion se concentra en la comparacion entre las superficies de los sectores; esto es,
a partir del recubrimiento o superposicion. Estas Acciones sobre las regletas de Cuisenaire, asi
como sobre los sectores circulares motivan el mecanismo de interiorizacion; éste permite
realizar una concatenacion entre conceptos geométricos trabajados con anterioridad como el
tamafio, color y forma generando los Procesos de relacion y equivalencia entre los Objetos
Concretos; asi los estudiantes pueden llevar las Acciones sobre el mundo concreto a su mente,
de manera tal que pueden pensar sobre los Objetos Concretos.

Proceso: en esta estructura el estudiante después de realizar Acciones de manipulacion de las
formas concretas (comparar, superponer, reconstruir) puede en el caso de las regletas asignar un
valor numérico a cada regleta, que le permite realizar Acciones mentales como determinar
formas de contenencia y relaciones entre la parte y el todo. Ahora en el caso de los sectores
circulares, la interiorizacion de las Acciones permite que los estudiantes reflexionen sobre las
caracteristicas de recubrimiento, asociadas a la equivalencia de una determinada particion del
circulo. Al establecer una relacion ya no solo de los aspectos geométricos sino también
aritméticos, el estudiante puede realizar transformaciones sobre estos objetos concretos desde
su imaginacion; esto evidencia la construccion de un Proceso de equivalencia no solo desde la
manipulacion fisica, sino también mental lograda gracias a la construccion de del Proceso.

Es en esta estructura donde las formas numéricas y las Acciones interiorizadas permiten que el
estudiante bajo una experiencia adecuada determine cudles fracciones pueden operarse bajo la
adicion y cudles no. En este modelo hipotético, se considera que la adicion estd definida solo
entre fracciones homogéneas; en este caso dadas por las formas de equivalencia estructuradas.

El estudiante que logra construir una estructura Proceso esta en la capacidad no solo de llegar a
lo simbolico mediante la manipulacion de Objetos Concretos, sino que puede aplicar el
Mecanismo de reversion al realizar manipulaciones sobre dichos Objetos desde una tarea
asignada de forma numérica o en lenguaje natural.

La encapsulacion del Proceso puede lograrse cuando el estudiante deja de pensar en la dinamica
de transformar Objetos concretos (regletas y sectores circulares) para manipular numeros
fraccionarios.

Objeto: esta estructura estd determinada por la transformacion que el estudiante puede realizar
a partir de un conjunto de fracciones dadas. En particular cuando determina en qué casos puede
realizar la adicion. En esta estructura los estudiantes pueden realizar acciones mentales sobre
sectores circulares que representan un par de nimeros fraccionarios y determinar si ellos son o
no homogéneos. En el caso de las regletas de Cuisenaire, esta estructura permite que los
estudiantes transformen una regleta dada en formas equivalentes (criterio de cambio de forma o
color), para ser finalmente operadas y generar un nuevo numero fraccionario.
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3.3. Analisis a priori de los instrumentos

Con base en los elementos en la descomposicion genética hipotética, se disefia y analiza
instrumento: la entrevista. Estos permiten conocer con mayor detalle en realidad, coémo puede
estructurarse la nocion de niumero racional y su adicion a partir de la manipulacién de material
concreto. Perspectiva que desde la teoria se interpreta como la aplicacion de transformaciones
sobre Objetos Concretos para posibilitar la construccion de Objetos Abstractos.

3.3.1 Entrevista: Analisis a priori a la luz de la descomposicion genética.

La entrevista se realiz0 de manera individual, fue videograbada para determinar una
transcripcion que permitiera realizar un analisis mas profundo de las estructuras y mecanismos
evidenciados por los estudiantes. Tuvo una duracion aproximada de 120 minutos que se dividian
entre 4 y 5 sesiones.

A continuacion, se presenta el andlisis a priori, organizado teniendo en cuenta el material
concreto implementado: Regletas de Cuisenaire y Sectores circulares.

3.3.2 Actividades relacionadas con las regletas de Cuisenaire.

Este material fue construido por los estudiantes en tiras de papel; esta actividad fue realizada en
tiempo extraclase de manera previa a la realizacion de la entrevista.

Las actividades consisten principalmente en comparar las diferentes regletas de Cuisenaire para
establecer finalmente si las fracciones que representan pueden o no ser operadas. A partir de
determinar qué relacion puede establecerse entre dos regletas especificas. El andlisis a priori se
presenta para cada pregunta, inicialmente el andlisis se centra en describir las Acciones
especificas que el estudiante debe realizar para iniciar con el mecanismo de interiorizacion.
Cada pregunta va acompafnada de un conjunto de opciones que describen lo que el estudiante
puede determinar a partir de la manipulacion del material.

Pregunta 1: A partir de la siguiente imagen construye las regletas (10 de cada una) utilizando las
cuadriculas de las hojas de tu cuaderno y tomando como unidad 1 cm?.
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Figura 3.4 construccion de regletas (actividades para el aula-taller de matematicas 4°)

A) De lo anterior:
Al. Compara las regletas de color blanco con las regletas de color naranja ;Qué

observas?
A2. ;Cuantas regletas blancas necesitas para construir una regleta verde?
e Opciodn 1: responde que se necesitan 10 regletas blancas para igualar a la regleta
naranja.
e Opcion 2: responde que la regleta blanca es més pequena que la naranja.
A3. ;Cuantas rosadas para formar dos naranjas?
e Opcion 1: responde que se necesitan dos rosadas para igualar la regleta naranja.
e Opcion 2: responde que la regleta rosada es la mitad de la naranja.

Esta pregunta permite que los estudiantes empiecen a realizar Acciones sobre las regletas
(Objetos Concretos) en este caso a partir de la comparacion entre ellas. Como resultado de esta
actividad pueden familiarizarse con el material y empezar a considerar asignarle a cada regleta

un valor numérico.

B) Basado en las regletas que construiste.
B1. Toma la regleta roja y compdrala con la regleta naranja. ;qué puedes decir?

B2. ;Cuantas regletas amarillas necesitas para formar una naranja?
B3. ;Cuantas naranja para formar una amarilla?

e Opcion 1: Afirma que 5 regletas rojas cubren exactamente la longitud de la

regleta Naranja.
e Opcion 2: la regleta roja es 5 veces mas pequeia que la naranja.
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C) Con los ejercicios anteriores
C1. ;Qué relacion estableces entre la regleta blanca y la regleta roja?

e Opcion 1: Compara las dos regletas y dice que la blanca es la mitad de la roja.
e Opcion 2: Responde que la regleta roja es igual a dos blancas.

Pregunta 2:

Figura 3.5 (actividades para el aula-taller de matematicas 4°)

A) Observa la relacion entre la regleta azul y la blanca
Al. ;Cuantas regletas blancas se necesitan para completar una azul?
Opcidn 1: El estudiante al colocar las regletas blancas sobre la azul responde que se
necesitan 9 blancas.

B) Con base al ejercicio anterior:
B1. ;Cuantas veces es mayor la regleta azul que una regleta blanca? Exprésalo
matematicamente.
Opcidn 1: responde que 9 veces mayor y lo expresa como 9/9.
Opcidn 2: responde que 9 veces y lo expresa como 1/9.
B2. ;Cuantas veces es menor la regleta blanca que la regleta azul?
Opcidn 1: responde que 9 veces menor y lo expresa como 1/9.
Opcidn 2: responde que 9 veces menor y lo expresa como 1/1.

Pregunta 3:

=

=

r—

Figura 3.6 tomada construccion de regletas (actividades para el aula-taller de matematicas 4°)

A) Se necesitan 3 regletas blancas para cubrir una regleta verde clara, lo anterior indica que
la regleta blanca equivale a 1/3 de la verde clara. Se necesitan 3 paquetes de blancas de
3 regletas cada uno para cubrir la azul.
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Al. ;Cémo expresarias matematicamente cada paquete de regleta blanca con relacion a
la azul?

Opcidn 1: El estudiante lo expresa como 3/9.

Opcidn 2: el estudiante lo expresa como 1/3.

A2. Matematicamente expresa la relacion que hay entre un paquete de 3 regletas blancas
y una verde clara.

Opcidn 1: responde que son iguales y los expresa como 3/9 = 1/3.

Opcidn 2: responde que 1 blanca es 1/9 y la verde clara 1/3 y lo expresa de forma aislada
173y 1/9.

B) Aligualar la regleta azul con 3 paquetes de regletas blancas cada uno.

B1. ;es posible sumar estos paquetes entre si? ;Como lo harias?

Opcidn 1: responde que si y que lo haria sumando asi 3/9 + 3/9 + 3/9 = 9/9 =1.

Opcidn 2: responde que si y los suma de la siguiente forma 3/9 + 3/9 + 3/9 = 9/27.

B2 Se puede sumar un paquete de 3 regletas blancas con una regleta verde clara? ;Coémo

lo expresarias?

Opcidn 1: responde que si y lo expresa asi: 3/9 + 1/3 = 6/9.

Opcidn 2: responde que si y lo expresa asi: 3/9 + 1/3 = 2/3.

Opcidn 3: responde que si y lo expresa asi: 3/9 + 1/3 = 4/12.

Opcidn 4: responde que no y no hay como expresarlo.
En este caso a partir de comparar dos sectores un estudiante puede determinar si éstos pueden o
no sumarse.
Pregunta 4:

4
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Figura 3.7 recuperada de https://www.emaze.com/@ACCWQIRL/Clase-mat-4%C2%B0---7,8,9--
BIM2-4%7C%C2%B0--copy1

Con base en los estos sectores circulares realiza las siguientes actividades:

A) Identifica cada sector a qué parte de la unidad corresponde.
A1l. Compara cada sector circular con el circulo completo (Unidad)
e Opcion 1: Pone todas las partes sobre la unidad hasta cubrirla, las cuenta y
responde que la unidad es igual n partes. (depende del sector que escoja)
e Opcion 2: Toma sectores diferentes y los pone sobre la unidad y no la cubren en
su totalidad y responde que no le da lo mismo.

B) Toma un sector de los mas grandes y trata de cubrirlo con una cantidad de sectores de
igual tamafio de manera que lo cubra totalmente; escribe en forma de fraccion cuantos
sectores menores iguales al sector mayor.

e Opcion 1: a modo de ensayo error, toma uno de los sectores mas grandes y trata
de cubrirlo en su totalidad con sectores menores y responde solo cuando los
sectores menores y mayores quedan iguales y escribe las fracciones
representadas mediante una igualdad (fracciones equivalentes).

e Opcion 2: Tguala el sector mayor con determinados sectores menores y escribe
las fracciones de maneras aislada.

C) (Seria posible sumar el sector mayor con los sectores menores? ;Cémo lo harias?
e Opcion 1: Toma el sector %2 y lo suma con 2/4 y como resultado le da 4/4 o0 2/2
y responde que lo hizo porque son fracciones que le dieron igual en el ejercicio
anterior.
e Opcion 2: Toma el sector 2 y lo suma con 2/4 y como resultado le da 3/6 porque
los hace desde la parte algoritmica sin hacer el ejercicio desde lo concreto
(sectores circulares).

Pregunta 5: Representa de dos formas posibles la mitad del sector circular, completando la tabla.

2
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Y
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A) (Es posible sumar sectores de diferentes tamafios para que te den igual a % ? (Como lo

harias?
1

.y 2 . 1 2
e Opcion 1: Toma Sy los junta con =Y los expresa como st

.y, 1 . 3 1 3
e Opcién 2: Toma 2y lo junta con 5y los expresa como P

e Opcién 3: Toma i y lo junta con g y lo expresa como i + g .

Pregunta 6
A). Maria se gasto % del dinero que le dio su abuelo de cumpleafios en comprar un libro de
aventuras, y también se gasto g de ese dinero en comprar una bolsa de dulces ;Qué Fraccion
del dinero se gast6 Maria?

e Opcion 1: Evoca las preguntas anteriores y suma g + g = g su respuesta es g.

e Opcion 2: Realiza una suma entre % + g y la respuesta es %.

e Opcion 3: Responde que se gastod g.

B) Martha tiene un pastel y lo parte en ocho rebanadas, Juan se comio 5 rebanadas y José se
comio 2 rebanadas, ;jqué parte del pastel se comieron entre Juan y José? Exprésalo en
fracciones.

. N ., 5 2
e Opcion 1: visualiza las partes del pastel como una fraccion y las suma como: s tgysu
7
respuesta es - de pastel.

e Opcion 2: no expresa las partes como fracciones y las expresa como numeros enteros,
luego las suma asi: 5+2= 7 partes del pastel.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE DATOS



A continuacion, se presenta lo que desde la teoria APOE se propone dentro de su ciclo de
investigacion como analisis y verificacion, centrando la entrevista contemplada dentro de 1a DG
hipotética y el analisis a priori.

4.1 Analisis a posteriori de la Entrevista: Construccion de la nocion de suma de
numeros racionales a partir de la manipulacion de material concreto

Con base a la DG hipotética expuesta en el capitulo anterior, se realiza un analisis a posteriori
de cada una de las preguntas y sus numerales. En el andlisis E1 corresponde al trabajo realizado
por el estudiante 1, E2 al estudiante 2 y asi sucesivamente para los cinco estudiantes.

Al observar los resultados de la entrevista, se realiza un estudio basado en el analisis a priori
contemplado en el capitulo 3, donde se encuentran las posibles respuestas de los estudiantes.
Esto permite realizar un contraste y que va dirigido a visualizar las Acciones y Procesos
presentados en la DG hipotética.

Pregunta 1 Al.

En esta actividad los estudiantes tenian que construir regletas con unas indicaciones claras y
luego aplicar unas Acciones sobre éstas, comparando la regleta naranja con las regletas blancas.

El estudiante E1 realiza una comparacion sobreponiendo las regletas blancas sobre la naranja;
luego realizd un conteo, también tuvo en cuenta la unidad de medida (cm?) se le proporciond
para la construccion de todas las regletas.

Figura 4.1 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 1. Al

El Estudiante E2 al momento de realizar la comparacion, solo tuvo en cuenta el tamaiio de las
regletas (longitud).
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Figura 4.2 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. Al

El estudiante E3 inicialmente las compara observandolas ambas regletas, y cuenta en vos baja
los cuadritos que tiene cada regleta y manifiesta que de las 10 regletas blancas que tiene le
sobraban para cubrir la naranja, seguidamente las coloca encima y dice que le dio 9 blancas
porque no las puso adecuadamente y al momento de escribir el proceso que realizé solo tuvo en
cuenta el tamafio.
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Figura 4.3 respuesta del estudiante E3 a la pregunta 1. Al

Los estudiantes E4 y E5 en su observacion solo enfococaron su atencion en el tamafio de las
regletas diciendo que una es mas corta o mas larga.

Figura 4.4 respuesta del estudiante E4 a la pregunta 1. Al
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Figura 4.5 respuesta del estudiante ES a la pregunta 1. Al
Pregunta 1. A2

En esta pregunta los estudiantes tenian que necesariamente comparar las regletas blancas de
modo que igualaran a la regleta verde oscuro sobreponiendo las regletas blancas sobre la verde
oscuro o contando los centimetros cuadrados que tenia cada uno y asi realizar el calculo, yendo
de las partes al todo. Los estudiantes E2, E3, E4 y E5 concluyeron después de manipular las
regletas que necesitan 6 regletas blancas para cubrir o igualar la regleta verde claro.

El estudiante E1 coloca una por una las regletas blancas sobre la regleta verde oscura hasta
cubrirla totalmente, y responde verbalmente que necesita 6, y al momento de escribir que fue lo
que observo tiene en cuenta la relacion que hay entre el color y la unidad de medida que se le
proporcioné inicialmente para su construccion.
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Figura 4.7 respuesta del estudiante E2 a la respuesta de la pregunta 1. A2
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Figura 4.8 respuesta del estudiante E3 a la pregunta 1. A2
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Figura 4.9 respuesta del estudiante E4 a la pregunta 1. A2
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Figura 4.10 respuesta del estudiante E4 a la pregunta 1. A2

Pregunta 1. A3

En esta pregunta los estudiantes debian unir las dos regletas naranjas para ser comparadas con
las regletas rosadas y ser igualadas por 5 de éstas, donde deban pasar de lo discreto a lo contintio
realizando una imagen mental del resultado. En esta pregunta los estudiantes 3 y 5 logran crear
una Accion pasando de lo discreto a lo continuo con ayuda del material concreto.
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El estudiante E1 toma las dos regletas naranjas por separado y encima las cubre parcialmente
por dos rosadas cada una, dice que sobra un espacio y que no le da para colocar mas rosadas, de
ahi basa a que su respuesta es que necesita de 4 rosadas y le sobre cuadritos.

Figura 4.11 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 1. A3

El estudiante E2 toma primero la una regleta naranja y le pone encima 2 rosadas, intenta ponerle
una tercera, pero como le sobra una parte la retira y la pone sobre la otra regleta rosada, a la cual
le agrega otra rosada y responde que se necesita 4 rosadas para cubrir las dos regletas naranjas,
pero le sobra espacio en las dos naranjas.
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Figura 4.12 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. A3

El estudiante E3 realiza el procedimiento con las dos regletas separadas y le coloca las cuatro
rosadas, al notar que le sobra espacio cuanta los cuadritos que le sobraban en cada regleta y
decide juntarlas pasando de un proceso discreto a uno continuo y de esta forma crea el espacio
para otra regleta rosada, y como respuesta dice que le dan 5 rosadas.
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Figura 4.13 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 1.A3

El estudiante E4 toma las regletas por separado y las cubre con 4 rosadas. Argumenta que no
puede colocar mas en esos espacios tan pequenos.
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Figura 4.14 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 1.A3

El estudiante E5 toma las dos regletas naranjas y las junta, luego toma las rosadas y las pone
encima hasta cubrirlas en su totalidad y responde que se necesitan 5 regletas rosadas para cubrir
totalmente a las 2 naranjas.

Figura 4.15 respuesta del estudiante ES para la pregunta 1. A3
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Pregunta 1. Bl

El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes observen que la regleta naranja puede ser
divida en 5 partes iguales del tamafio de la regleta roja. Los estudiantes 1,3, y 5 realizan el
mismo proceso y llegan a la misma respuesta, sin visualizar el proceso discreto que se puede
aplicar. El estudiante 4 si logra establecer una Accion sobre las regletas comprendiendo que
puede ir de lo continuo a lo discreto al dividir mentalmente la regleta naranja.

El estudiante E1 aplica el mismo proceso observado en las preguntas anteriores.

Figura 4.16 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 1.B1

El estudiante E2 sigue comparando las regletas solo por su tamafo.
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Figura 4.17 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. B1

El estudiante E3 Cubre la regleta naranja con las regletas rojas y concluye lo que se observa en
la figura 4.18
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Figura 4.18 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. B1

El estudiante E4 llega a su respuesta al dividir la regleta naranja de forma mental, al igual que
estan divididas las regletas rojas.
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Figura 4.19 respuesta de la estudiante E4 a la pregunta 1. B1

El estudiante E5 compar6 y observo solo el tamaiio.

Figura 4.20 respuesta del estudiante ES a la pregunta 1. B1
Pregunta 1. B2

Esté pregunta era una continuacion de la pregunta anterior con el objetivo de que los estudiantes
Interiorizaran las acciones anteriores. Los estudiantes 1, 2, 3, 4, y 5 realizaron lo esperado en el
a priori, solo el estudiante E1 lo relacion6 con la unidad de medida.

60



Al realizar este ejercicio el estudiante E1 no solo relaciona el tamafio sino la relacion entre las
medidas de ambas regletas.

Figura 4.21 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 1.B2

Figura 4.23 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. B2

Figura 4.24 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. B
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Figura 4.25 respuesta del estudiante E5 a la pregunta 1. B2
Pregunta 1. B3

Esta pregunta tenia como propdsito que los estudiantes visualizaran la regleta naranja como una
unidad que puede ser dividida (ir del todo a las partes) para que los estudiantes no solo tengan
que manipular las regletas sino también hacer un ejercicio mental de transformar la unidad en
partes. sobre como podria ser resuelta la pregunta.

En esta pregunta el estudiante E1 compara ambas regletas y teniendo claro la medida de cada
una responde que la mitad de la naranja porque ésta mide 20 cm ? y la amarilla 10 cm?

Figura 4.26 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 1. B3

El estudiante E2 toma una regleta amarilla y la pone al lado de la naranja, gestualizando sobre
no saber que hacer, cuenta los cuadros pero se nota confundida, decide tomar otra amarilla para
igualar la naranja.
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Figura 4.27 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 1. B3

El estudiante E3 en esta pregunta no pasa de lo continuo a lo discreto como se puede observar
en la figura 4.28
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Figura 4.28 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 1. B3

El estudiante E4 toma la regleta amarilla sobre la naranja y sin dudarlo da la respuesta esperada
en el A priori.

Figura 4.29 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 1. B3

Este estudiante ES5 al tomar las regletas y poner una sobre la otra gesticuliza sobre no saber que
hacer o decir, mira las demas regletas y concluye que no se puede.
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Figura 4.30 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 1.B3
Pregunta 1. C

Con base en los ejercicios anteriores se pretendia que los estudiantes observaran la relacion que
hay entre la regleta blanca y la roja, y establecieran su diferencia de parte a un todo. En esta
pregunta los estudiantes 2, 3, 4 y 5 al comparar ambas regletas ya construyen una nueva Accion
donde identifican una fraccioén desde objetos concretos, basados en la repeticion de los ejercicios
anteriores.

El estudiante E1 concibe la diferencia entre las regletas en terminos de la unidad de medida.

Figura 4.32 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 1. C1
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Figura 4.33 respuesta del estudiante E3 a la pregunta 1. C1

Figura 4.35 respuesta del estudiante E5 a la pregunta 1. C1

Pregunta 2.A1

El objetivo de esta actividad era que los estudiantes observaran e identificaran la relacion parte
todo entre las regletas blancas y azules. Los estudiantes E1, E2, E3, E4 y ES llegaron a la misma
respuesta despues de rellenar la regleta azul con 9 regletas blancas.

Figura 4.36 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 2. Al
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Figura 4.40 respuesta del estudiante ES a la pregunta 2. Al
Pregunta 2. B1

Para esta pregunta se esperaba que los estudiantes con las Acciones anteriormente construidas,

establecieran una reacion entre la parte concreta y la matematica, especificamente expresarse
con fracciones.
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Los estudiante E1 y E3 expresa verbalmente que la regleta azul es 9 veces mayor que la blanca
y lo expresab matematicamente como neve novenos come se ve en las figuras 4.42

Figura 4.41 respuesta del estudiante E1 a la pregunta 2. B1

El estudiante E2 responde verbalmente que la regleta azul es 9 veces mayor que la regleta blanca
y en la figura 4.42 se ve como lo expres6 matematicamente.

Figura 4.43 respuesta del estudiante E3 a la pregunta 2. Bl

67



Los estudiante E4 y E5 expresan verbalmente que la regleta azul es 9 veces mayor que la regleta
blanca y por es le da un noveno, porque es una azul y 9 blancas.

Figura 4.45 respuesta del estudiante E5 a la pregunta 2. Bl
Pregunta 2. B2

En esta pregunta se esperaba que relacionaran la respuesta al ejercicio anterior y la respuesta
fuera opuesta, ya que en la anterior van del todo a las partes y en esta pregunta debieron ir de
las partes al todo. Los estudiante E1, E3, E4 y ES5 llegaron a concluir que la regleta blanca es é
de la regleta azul.

El estudiante E1 analiza la pregunta desde la medidad de cada regleta y concluye lo que se ve
en la figura 4.46

Figura 4.46 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 2. B2
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El estudiante E2 dio la misma respuesta que en la pregunta anterior, porque siempre tuvo como
referencia de unidad a la regleta azul.

Figura 4.47 respuesta del estudiante E2 a la pregunta 2. B2

La respuesta del estudiante E3 se diferencio de la anterior que solo tuvo en cuenta una regleta
blanca, la relacionarlo con la palabra menor y por eso dijo verbalmente que le daba un noveno.

Figura 4.48 respuesta del estudiante E3 a la pregunta 2. B2

El estudiante E4 manifiesta que una regleta blanca solo es una vez menor con respecto a la
regleta azul y por la respuesta que se ve en la figura #4.49

Figura 4.49 respuesta del estudiante E4 a la pregunta 2. B2
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El estudiante ES manifestd que la regleta blanca es nueve veces menor que la regleta azul y por
€s0 se expreso matematicamente como se ve en la figura 4.50

Figura 4.50 respuesta del estudiante E5 a la pregunta 2. B2
Pregunta 3. Al

Para esta esta pregunta los estudiantes tenian que traer a colaciébn Acciones anteiormente
aplicadas sobre objetos concretos especificamente las regletas, ya que debian establecer
relaciones no solo entre dos regletas diferentes, sino contemplar las propiedades de tres regletas
diferentes.

Al observar las regletas el estudiante E1, E2 y E3 expresan verbalmente que necesita tres
paquetes de e regletas blancas para cubrir la regleta azul, y matematicamente lo expresa como
se ve en la figura 4.51
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Figura 4.52 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 3. Al
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El estudiante E3 expresa verbalmente que se necesitan tres tercios de paquetes de 3 regletas
blancas para cubrir regleta azul, lo expresa matematicamente como se ve en la figura 4.53

Figura 4.53 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 3. Al

El estudiante E4 expresa verbalmente que se necesitan 3 paquetes de 3 regletas blancas para
cubir la regleta azul y expresa que un paquete de regletas blancas equivale a un noveno de la
azul y lo expresa como se oberva en la figura 4.54
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Figura 4.54 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 3. Al
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Figura 4.55 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 3. Al

Pregunta 3. A2

El objetivo de esta pregunta era que los estudiantes identificaran la relacién proporcionalidad
(equivalencia de fracciones) que hay entre un paquete de 3 regletas blancas y la verde clara.

El estudiante E1 expresa de forma verbal que si se pone el paquete de regletas blancas encima
del verde claro la cubre totalmente, en el momento de expresarlo matematicamente se toma su
tiempo, hace conteo con el dedo y responde como se observa en la figura 4.56

Figura 4.56 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 3. A2

El estudiante E2 dice que el paquete de regletas blancas es igual de igual tamafio a la regleta
blanca y que el paquete blanco es un tercio y la verde es tres tercios y lo expresa como se ve en
la figura 4.57
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Figura 4.57 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 3. A2

El estudiante E3 dice que la relacion que hay entre el paquete de regletas blancas y la verde es
que son lo mismo, porque la verde tiene tres y el paquete de blancas también, y serian un tercio
y otro tercio de la regleta azul. Aunque la pregunta solo involucra las regletas blancas y verdes,
el E3 hace uso de la actividad anterior para resolver esta pregunta.
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Figura 4.58 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 3. A2

El estudiante ES establecid de forma verbal que cada regleta blanca era un tercio de la verde, al
momento de expresarlo de manera matematica escribe que nueve tercios porque cabian 9 veces
en las regletas verdes claras. Esto lo argumento si realizar alguin movimiento con las regletas,
solo lo realizo a traves de imagenes mentales.

Figura 4.59 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 3. A2

El E5 manifiesta que el paquete de reglestas blancas y la verde clara son equivalentes, al
expresarlo matematica no lo refleja como se ve en la figura 4.60
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Figura 4.60 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 3. A2
Pregunta 3. B1
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Los estudiantes en esta pregunta tenian que manipular los paquetes de 3 regletas blancas y
sumarlos entre si (suma de fracciones homogéneas) para luego expresarlo matematicamente.
Los estudiante E1 y E2 resuleven la pregunta de la forma esperada en el A priori planteado.

El estudiante E3 responde: que si se pueden sumar los 3 paquetes de regletas blancas, porque
cada regleta blanca es un noveno, entonces el paquete sera tres novenos, entonces se sumarian
y darian novenos, todo esto lo expreso sin realizar ningun trabajo con las regletas y sin escribirlo
de manera matematica, demostrando que fue un proceso mental, dando cuenta de una
Interiorizacion de las Acciones anteriormente construidas.
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Figura 4.61 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 3. Bl
El estudiante E2 toma los tres paquetes de regletas blancas y las ubica al lado de las tres verdes

claras y responde que si se pueden sumar, que cada paquete respresenta tres tercios y al realizar
la suma, lo hace como se observa en la figura 4.62
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Figura 4.62 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 3. Bl

EL estudiante E3 iguala la regleta azul con tres paquetes de tres regletas blancas y responde que
si se puede sumar y que lo haria escribiendo tres raya nueve, mas tres raya nueve y asi, lo expreso
matematicamente como se ve en la figura 4.63

Figura 4.63 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 3. Bl
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El Estudiante E4 separa los tres paquetes de regletas y los suma verbalmente diciendo “tres méas
tres es tres novenos mas otros tres da 3 novenos”, al momento de la expresarlo matematicamente
cambia la respuesta como se observa en la figura 4.64

i‘mgnhl
-®y

333 %3 =
&= v

Figura 4.64 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 3. Bl

El estudiante ES iguala los tres paquetes con la regleta azul, expresa de manera verbal que si se
pueden sumar tomando las regletas blancas como una unidad cada una y lo expresa
matematicamente como se ve en la figura 4.65
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Figura 4.65 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 3. Bl
Pregunta 3. B2

Para esta actividad los estudiantes debian realizar una suma entre un paquete de regletas blancas
y una regleta verde, expresadas como fracciones serian heterogéneas, pero son equivalentes y
podian realizar una conversion con las regletas.

El estudiante responde verbalmente que si puede sumarlas, pero al momento de escribirlo en el
papel se nota confundido, escribe un noveno y para, sigue pensando en como sumar la regleta
verde, pero al final termina sumando las tres regletas blancas, se puede observar el
procedimiento en la figura 4.66
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Figura 4.66 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 3. B2

El estudiante E2 observa un paquete de regletas blancas y la regleta verde clara y responde que
no se pueden sumar, cuando se le pide que argumente por qué o se puede sumar, se queda
pensando un tiempo y largo y dice que no sabe.
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Figura 4.67 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 3. B2

El estudiante E1 toma el paquete de tres regletas blancas y dice “acé hay tres regletas blancas y

como una regleta verde puede dar 3 porque vea” y las coloca una al lado de la otra “entonces

serian tres novenos” y los suma como se nota en la figura . Esta respuesta muestra la

construccion de una Accion en donde el nifio es capaz de transformar mentalmente la regleta
1 3

Verde clara que representa 5 en o que es lo que representa el paquete de 3 regletas blancas

respecto de la regleta azul y asi poder sumarlas.
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Figura 4.68 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 3. B2

El estdiante E4 responde que si se pueden sumar y coloca el paquete blancas al lado de la verde
clara y expresa que sumaria un noveno y un tercio, asi como lo muestra la figura 4.69 Pero en
el momento de expresarlo matematicamente lo hace totalmente diferente, como se observa en
la figura 4.69
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Figura 4.69 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 3. B2

El estudiante ES toma la regleta verde claro y la pone al lado del paquete de 3 regletas blancas
y las suma con numeros enteros como se observa en la figura 4.70 . Luego se le pregunta si
podria hacerlos con niimeros fraccionarios y responde que no, porque son diferentes (fracciones
heterogéneas).

Figura 4.70 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 3. B2

Pregunta 4

En esta pregunta se contintia el trabajo con Acciones sobre objetos concretos especificamente
con sectores circulares, como se expreso en el andlisis 4 priori donde se retoman la experiecias
que los sujetos adqueires cuando manipulan los objetos concretos Arnon et al., (2014).

Pregunta 4. A

Los estudiantes debian identificar en esta pregunta cada sector a que parte de la unidad
correspondia. En esta pregunta los estudiantes E1, E2, E3, E4 y ES5 respondieron de la misma
forma que era lo que se esperaba en el 4 priori que cada uno tomara el circulo completo, contara

sus partes e identificara cada sector a que parte de la unidad correspondia, asi lo hicieron

. ) 11111 1
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273476 8 12

Pregunta 4. B

En esta pregunta los estudiante tenian que tomar un sector de los més grandes y con sectores
mas pequefios pero de igual tamafio, lo cubriera totalmente (fracciones equivalentes). Los
estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5 cumplieron con el objetivo de la pregunta y responden como se
tenia estimado en el a priori, dando cuenta del trabajo realizado anteriormente con las regletas
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y establece ciendo esas experiencias fisicas y l6gico matematicas expresadas en Arnon et al.,
(2014).

El estudiante E1 toma el sector correspondiente a % y luego toma sectores corespondiente a %

hasta cubrierlo totalmente quedando congruentes. Y lo escribi6o en forma de fracciéon como se
muesta en la figura 4.71

Figura 4.71 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 4. B

El estudiante E2 toma el sector correspondiente a ; y luego toma tres sectores juntos

. 1
correspondientes cada uno a 2y lo expresa como puede observarse en la figura 4.72
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Figura 4.72 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 4. B

El estudiante E3 toma como sector mas grande el correspondiente a g y luego toma uno a uno

. 1 .
los sectores correspondientes a oY los va colocando encima hasta que lo cubre totamente y

quedan congruentes. Lo expresa de manera matematica como se muestra en la figura 4.73

Figura 4.73 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 4. B

El estudiante E4 el sector correspondiente a i y luego toma sectores correspondientes cada uno

a % y expresa el procedimiento como puede observarse en la figura 4.74
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Figura 4.74 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 4. B

. 1 1 .
El estudiante ES toma como sector mayor 3y lo cubre con sectores de - que va poniendo uno

a uno hasta cubrirlo. Luego lo expresa como se ve en la Figura 4.75

Figura 4.75 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 4. B
Pregunta 4. C

Para estd pregunta necesariamente los estudiantes debian tomar el sector mayor que eligieron
para la pregunta anterior y sumarlo con los sectores mas pequefios con los cuales lo igualaron.
Las respuestas de los estudiantes E1, E2 y E5 estuvieron basadas en expresar la suma mediante
la union de los sectores circulares mas no en la suma algoritmica de las fracciones.

El estudiante E1 toma el sector de % y lo une con los 6 sectores de % formado un circulo

completo y expresandolo matematicamente como muesta la figura 4.76
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Figura 4.76 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 4. C

El estudiante E2 tomo el sector mayor y lo uni6 con los dos menores, expresa de forma verbal
que la suma de estos le da 36 porque son tres doceavos y tres veces 12 le dan 36 y lo expreso
matematicamente como se observa en la figura 4.77
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Figura 4.77 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 4. C

El estudiante E3 responde que si se pueden sumar, toma el papel y escribe la suma de las
fracciones que para el represetan los sectores utilizados para responder la pregunta anterior, al
sumarlos suma los numeradores y le da 2 y para sumar los denominadores se toma su tiempo y
expresa que no se pueden sumar por que son diferentes, pero al final pone un dos, argumentando
que abajo también debe ir un numero.

81



Figura 4.78 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 4. C

El estudiante E4 dice que si se pueden sumar y lo realiza sobre el papel, donde cambia la
fracciones que habia representado en la igualdad de la pregunta anterior, como puede notarse en
la figura 4.79

Figura 4.79 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 4. C

El estudiante E5 manifiesta después de unir los sectores utilizados para la pregunta anterior
como se muestra en la figura 4.80 que no se pueden sumar porque son de diferentes tamafios.
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Figura 4.80 respuesta del estudiante E5 para la pregunta 4. C

Pregunta 5
En esta pregunta se tenia el ojetivo de que los estudiantes construyeran una Accion nueva
sumando sectores circulares de diferentes tamafios de manera que como resultado les diera igual

que el sector ; de dos formas diferentes. Los estudiantes E1, E4 y E5 toman sectores de

diferente tamafio al azar, todos menores a % y los juntan tratando de encontrar los que le den un

medio como resultado y todos los logran y lo expresan matematicamente mediante una suma de
fracciones.

Figura 4.81 respuesta del estudiante E1 para la pregunta 5
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Figura 4.82 respuesta del estudiante E2 para la pregunta 5

El estudiante E3 después de mucho intentos solo logro construir un medio con regletas de
diferentes tamafios y a pesar de que en la instruccion se les mostrd una imagen como ejemplo
no representd matematica de forma adecuada.

Figura 4.83 respuesta del estudiante E3 para la pregunta 5

Figura 4.84 respuesta del estudiante E4 para la pregunta 5
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Figura 4.85 respuestas del estudiante ES para la pregunta 5
Pregunta 6

Esta pregunta se les aplico a los estudiantes E1, E2 y ES5 con el fin de constatar si con la
repeticion de Acciones anteriores lograban resolver dos situaciones problemas, evocando la
practica con los objetos concretos.

Pregunta 6. A

Los estudiantes debian resolver la siguiente situacion problema:

, , 1 . . - .
Maria se gasto 3 del dinero que le dio su abuelo de cumpleafios en comprar un libro de aventuras,

., , 4 . , ., .
y también se gasto 3 de ese dinero en comprar una bolsa de dulces ;Qué Fraccion del dinero se

gastd Maria? Las respuestas de los estudiantes E1, E2 y E5 fueron las esperadas en el analisis
A priori evidencian una interiorizacion de las Acciones construidas con anterioridad evocando
la manipulacion de los objetos concretos (regletas de Cuisenaire y los sectores circulares) ya
que al momento de sumar fracciones homogeneas, lo hacen sumando los numeradores y dejando
el denominador igual.
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Figura 4.86 respuestas del estudiante E1 para la pregunta 6. A

—
—

S
Gt o

1
v

o;:\—’?

Figura 4.87 respuestas del estudiante E2 para la pregunta 6. A
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Figura 4.88 respuestas del estudiante ES para la pregunta 6. A
Pregunta 6. B

Martha tiene un pastel y lo parte en ocho rebanadas, Juan se comio6 5 rebanadas y José se comid
2 rebanadas, ;qué parte del pastel se comieron entre Juan y José? Exprésalo en fracciones. En
esta pregunta no se nota una evocacion de las experiencias Fisicas y 16gico matemadticas vividas
a través de los objetos concretos.

El estudiante E1 evidencia en esta respuesta un error en la cosntruccion del algoritmo de la
fraccidn, intercambiando el numerador con el denominador.

Figura 4.89 respuestas del estudiante E1 para la pregunta 6. B

El estudiante E3 a pesar de que se le indicd que expresara en fracciones la solucion a la situacion
planteada, su respuesta inicial fue con numeros enteros. Cuando vuelve a leer la situacion
problema se da cuenta que debe expresarlo en fracciones, pero toma las rebanadas comidas por
ambos personajes y pone uno de los nimero en el denominador y el otro en el numerador,
finalmente realiza la suma que vemos en la figura 4.90

fracciones.

Figura 4.90 respuestas del estudiante E2 para la pregunta 6. B

La estudiante E5 extrae los datos que identifica en la situacion problema como se muestra en la
figura 4.93, no realiza la operacion esperada en el 4 priori.
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Figura 4.91 respuestas del estudiante E5 para la pregunta 6. B

4.1.1 Analisis de los datos

Con base en la entrevista aplicada anteriormente, se trae a colacion observaciones importantes
en las construcciones y mecanismo presentados por los estudiantes, analizados desde los
antecedentes como los nifios a partir del trabajo con objetos concretos logran dimensionar la
fraccion no como dos nimeros naturales diferente Baltazar y Valdemoros (2017), sino que
contemplan la fracciéon como un solo nimero (racional) que puede ser representado por una
parte de un todo.

En los datos arrojados en la P1. A3 se especifica la informacion relacionada con aspectos la
DGH; en donde después que los estudiantes aplicaron una Accidn sobre un material concreto
creado por ellos mismos, y haciendo comparaciones entre ellas observando una relacion de
congruencia y asignando un valor numérico a ésta, pasando de un proceso concreto a uno
abstracto.

Otro aspecto evidenciado por los estudiantes es la repeticion de Acciones sobre los objetos
concretos (regletas de Cuisenaire y sectores circulares) donde los estudiantes establecen de
manera paulatina esa relacion parte-todo, construyendo la nocion de fraccion y su adicion.

El proceso de pasar de lo continuo a lo discreto y viceversa es mds factible cuando los
estudiantes han podido establecer diferentes Acciones sobre objetos concretos, como se
encuentra en la Accion aplicada por los estudiantes E4 y E1 en la P1. B3, en donde hacen una
division mental sobre un objeto concreto para solucionar una situacion problema.

A medida que los estudiantes van aplicando Acciones sobre los objetos concretos las van
interiorizando gradualmente, como se observa en las imagenes los estudiantes E1, E2, E3, E4 'y
E5 dan cuenta de la equivalencia entre fracciones a partir de la comparacion de objetos
concretos, siempre teniendo como principal caracteristica la congruencia entre los sectores.

Los estudiantes E1, E2 y E5 evocan una interiorizacion de Acciones incorrectas pasando a otras
Acciones parcialmente correctas para finalmente aplicar Acciones correctas aplicadas a objetos
concretos, donde estos estudiantes a través de la repeticion de acciones reflexionan sobre éstas
y Construyen un Proceso sin necesidad de manipular un objeto concreto.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES



5.1 Conclusiones con base en la pregunta problematizadora.

(Cuales son las estructuras y mecanismos mentales que debe desarrollar un estudiante de cuarto
primaria sobre la nocioén de suma de fracciones?

Al revisar el andlisis de datos se concluye que la implementacion de una propuesta basada en el
modelo cognitivo APOE, permite evidenciar una construccion mas detallada de un Objeto, en
este caso la nocion de suma de fracciones, que a través del manejo de material concreto los
estudiantes pudieron estructurar Acciones evidenciadas en la comparacion de las regletas de
Cuisenaire y los sectores circulares. La repeticion de €stas permitio observar una interiorizacion
en los estudiantes de estas Acciones, mostrando un avance bastante significativo en su
comprension.

Los Procesos se destacaron en las relaciones que los estudiantes hacian del material concreto
manipulado, en la abstraccion que realizaban de estas tareas concretas llevandolas al campo de
lo aritmético. Otro de los Procesos que construyeron los estudiantes y que permitié una
comprension importante sobre la equivalencia de fracciones a través de las comparaciones entre
regletas de Cuisenaire y sectores circulares, observando como en las respuestas a las actividades,
como contemplaban la equidad no como una igualdad, sino como una representacion diferente
de una misma fraccion.

El trabajo con el material concreto ayudo a que los estudiantes concibieran una representacion
fisica desde lo concreto y una representacion abstracta desde lo aritmético, como dos procesos
complementarios y necesarios para adquirir conocimientos sobre las fracciones y su suma. De
esto se destaca la necesidad de coordinar los dos Procesos en un tinico Proceso que, de paso a
la encapsulacion de la nocion de la suma de fracciones, Objeto demostrable desde los concreto
y lo abstracto.

Sobre la segunda pregunta de investigacion ;Qué implicaciones tiene el disefio de un modelo
cognitivo sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de la nocién de suma de fracciones
para estudiantes de cuarto primaria? la implementacion del modelo cognitivo en esta
investigacion permitid evidenciar el paso por las estructuras y mecanismos que los estudiantes
construyen para llegar a la nocion de suma de fracciones. Esto sustentado desde los resultados
y andlisis de datos, al observar desde la construccion de un material manipulable como las
regletas de Cuisenaire y el trabajo con sectores circulares, donde establecieron relaciones por
tamano y forma, interiorizando un Proceso de equivalencia al cudl le dieron sentido desde lo
observado en sus respuestas de la entrevista y que de manera secuencial lograron plasmar esas
Acciones concretas representando de forma simbdlica una serie de actividades contempladas
desde lo abstracto, evidenciando una mayor apropiacion y demostrando una comprension
significativa de la nocion de suma de fracciones.
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5.2 Conclusiones con base los objetivos

La creacion de la unidad didéctica se crea a partir de la aplicacion de la entrevista y el analisis
de datos, que esta relacion con el objetivo general de esta investigacion: Analizar las estructuras
y mecanismos mentales que desarrollan estudiantes de cuarto primaria sobre la suma de
fracciones cuando realizan la manipulacion de material concreto para interiorizar Acciones
(comparar, medir, entre otras) en Procesos mentales abstractos. Basado en un marco teorico
cognitivo como APOE, se pudo analizar algunas estructuras mentales como las Acciones y los
Procesos, que, observados e interpretados dentro de las practicas de aula, generan espacios de
produccion auténoma de los estudiantes.

En cuanto a los objetivos especificos de esta investigacion con la creacion de la unidad didactica
se logro refinar la DG preliminar, a través del andlisis e interpretacion de los datos arrojados en
la entrevista se contemplan las Estructuras y Mecanismos necesarios para la adquisicion del
concepto de nociéon de suma de fracciones. La manipulacién del material concreto y las
expresiones tanto orales como escritas por parte de los estudiantes, vislumbraron las estructuras
y mecanismos construidas, arrojando resultados positivos en cuanto a que se valida la
importancia de abordar un marco cognitivo como APOE, el cual permite observar
detalladamente el proceso de aprendizaje de los estudiantes, pormenorizando asi la dicotomia
que se puede generar en ocasiones entre la enseflanza y el aprendizaje de una nocion.

5.3 Conclusiones con base en el disefio y validacion de la DG

La DG hipotética permite evidenciar, con las respuestas dadas por los estudiantes, las Acciones
que ya tenian construidas, de igual forma por medio de la manipulacion de los objetos concretos
los estudiantes logran construir nuevas Acciones asociadas con: la relacion entre la parte todo,
la equivalencia entre fracciones que es vista por los estudiantes de grado cuarto como la misma
representacion de un todo a través de objetos con diferentes tamafios, el Proceso de nociéon suma
de fracciones evocando lo anteriormente construido.

La aplicacion de Acciones sobre objetos concretos demostrd de forma clara las estrategias que
utilizaron los estudiantes para solucionar las situaciones problema y de igual forma se pudo
constatar la manera en que fueron construyendo Acciones nuevas, las cuales posibilitaron
adquirir nuevos conocimientos y establecer relaciones entre éstos, asi queda claro resaltar que
sin la manipulacion de esta clase de elementos seria dificil para mi como investigador poder
establecer una ruta adecuada en la DG.

5.4 Conclusiones basadas en el proceso de ensefianza-aprendizaje
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La implementacién de una unidad didactica basada en un modelo cognitivo como APOE,
apoyada en la manipulacion de material concreto, es una herramienta que da la posibilidad al
docente de cualificar su proceso de ensefanza, brindandole estrategias para observar la forma
en que aprenden los estudiantes, dandole sentido a las expresiones (corporales, gestuales y
escritas) dadas por estos, asimismo como la creacién de una ruta clara que guiard a los
educandos a construir conceptos y nociones con sentido, de igual manera abre la posibilidad de
refinar ese camino metodologico que apunta al alcance de unas competencias basicas y
mejoramiento de la calidad educativa.

Con la experiencia obtenida en esta investigacion se sugiere que en posteriores investigaciones
se permitan dar uso a objetos concretos como las regletas de Cuisenaire y los sectores circulares,
los cudles permiten observar la forma en que los estudiantes van creando algunas estructuras y
mecanismos, que de modo oral o escrito no podrdn expresar con precision. Asi para el
investigador serdmn herramientas de andlisis con resultados objetivos.
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