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RESUMEN

La presente investigacion muestra las implicaciones en la ensefianza y aprendizaje de La
Parabola desde una métrica discreta y una métrica continua, al implementar una Unidad
Didactica fundamentada en la teoria de los Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska
(2000). Tomando esta teoria como referente para el marco teérico y teniendo como
disefio metodologico el estudio de caso de Stake (2010), se hace un avance en dar
solucion a la ensefianza desarticulada de La Parabola, pues ésta se ha abordado desde el
Pensamiento Analitico (o componente variacional), que hace referencia a las relaciones
mediante el lenguaje de simbolos algebraicos, aislado del Pensamiento Geométrico (o
componente espacial-métrico), que se refiere a las representaciones mentales del objeto
en el espacio, lo cual no permite el entendimiento de La Parabola como lugar
geomeétrico.

Con base en un rastreo histérico—epistemologico, se logro levantar los Modos de Pensar
La Parabola a través de dos métricas: por un lado, fue interpretada desde una métrica
discreta en la Geometria del Taxista y por otro, en una métrica continua en La
Geometria Analitica; conforme a esto se disefiaron las Guias de Aprendizaje y los
instrumentos para la recoleccion de datos y su posterior analisis.

La investigacion se enmarca dentro de un contexto empirico experimental con un
enfoque cualitativo conformando un estudio de caso de 15 estudiantes del grado
décimo, con edades entre los 15 y 18 afios pertenecientes a la Institucion Educativa Las
Nieves, ubicada en la ciudad de Medellin, Colombia, que presentaban buenos
desempefios en el area de matematicas, a quienes se les aplic6 dos cuestionarios, —uno
para cada métrica—, a partir de los cuales se logré concluir que es posible articular los
Pensamientos Algebraico y Geométrico en el estudio de La Parabola desde una
perspectiva discreta hacia una continua, utilizando métricas diferentes y favoreciendo
con esto, la comprensién profunda de La Parabola y el desarrollo de las competencias
escolares basicas en matematicas.

Palabras Claves:

Pardbola, Modos de Pensamiento, Geometria del Taxista, Geometria Analitica,
Articuladores.



ABSTRACT

The present investigation shows the implications of the teaching and learning of the
Parabola from a discrete metric measurement and a continuous metric, when
implementing a Didactic Unit based on the theory Modes of Thinking by Anna
Sierpinska. (2000). Taking this theory as a reference for the theoretical framework and
having as a methodological design the case study of Stake (2010), an advance is made
in providing a solution to the teaching of the Parabola, since this has been approached
from the Analytical Thinking (or variational component), which refers to the
connections through the language of algebraic symbols, isolated from the Geometrical
Thinking (or spatial-metric component), which refers to the mental representations of
the object in space, which does not allow the understanding of the Parabola as a
geometrical place. .

Based on a historical-epistemological tracking, we managed to find out the Parabola
Thinking Modes through two metric measurements: on one hand, it was interpreted
from a discrete metric measurement in the Taxicap Geometry, on the other, in a
continuous metric measurement in Analytic Geometry; according to these findings the
workshops and the instruments for data collection were designed to be analyzed.

The research is delimited within an experimental empirical context with a qualitative
approach, creating in this way a case study made of 15 students from tenth grade, with
ages between 15 and 18, who study in Institucion Educativa Las Nieves, located in the
city of Medellin, Colombia , who had good performance in the subject of mathematics,
who took two questionnaires, -one for each metric measurement-, from which it was
possible to conclude that it is possible to articulate the Algebraic and Geometric
Thinking in the study of the Parabola from a discrete perspective towards a continuous
one, by using different metric measurements and favoring with this, the deep
understanding of the Parabola and the development of the basic mathematical
competences.

Parabola, Modes of Thinking, Taxicap Geometry, Analytic Geometry,

Articulate.



INTRODUCCION

En la ensefianza de La Pardbola se ha dado un tratamiento excesivo al componente
numérico variacional, es decir, en un pensamiento analitico, desarticulado de su
correspondencia del pensamiento métrico-espacial (Contreras, Contreras y Garcia,
2002), lo que conlleva a practicas de aula que desarrollan concepciones erroneas del
objeto matematico dificultando su entendimiento profundo y el desarrollo de las
competencias basicas matematicas.

Esta investigacion plantea un avance en dar respuesta a esta problematica, con base en
un modelo de ensefianza y aprendizaje de La Parabola, basado en la teoria de los Modos
de Pensamiento, cuyo desarrollo se presenta en los siguientes 6 capitulos:

CAPITULO 1. PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS DE
INVESTIGACION

Este capitulo inicia presentando la problemética de investigacion, soportada en una
busqueda documental de investigaciones que han tratado aspectos asociados a los
contenidos curriculares, practicas de aula y concepciones erréneas en la ensefianza de
La Parabola. Como resultado de este rastreo bibliografico se encontraron también otros
trabajos que muestran la ensefianza de La Parabola desde otras perspectivas teoricas, lo
que permitié fundamentar la pertinencia de la presente investigacion. Posterior al
planteamiento de la problematica y los antecedentes, se presentan la pregunta y
objetivos que trazaran la ruta para el desarrollo de todo el cuerpo del trabajo
investigativo.

CAPITULO 2. ASPECTOS HISTORICOS —~EPISTEMOLOGICOS DE LA
PARABOLA

En este capitulo se muestra una exploraciéon de cémo fue la construccidn conceptual de
La Parabola a lo largo de diferentes momentos histéricos, iniciando con los tres grandes
problemas de la Matematica, pasando por las conceptualizaciones desde la Geometria
clasica en manos de Menecmo y Apolonio, asi como los primeros tratamientos de esta
curva desde el Algebra de Vieta, donde se soluciona la ruptura epistemoldgica que dio
lugar al concepto actual de La Parabola como lugar geomeétrico, que se desarrolla desde
la Geometria Analitica gracias a Descartes y Fermat. Estos aspectos historicos—
epistemoldgicos sirvieron como fundamento para levantar los Modos de Pensar La
Parabola y para el planteamiento de las actividades a implementar durante las fases del
disefio metodoldgico.

CAPITULO 3. MARCO TEORICO

Este capitulo es el que fundamenta todo el proceso de investigacion, en él se presenta la
teoria Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska (2000) como el referente tedrico a
partir del cual se exponen los diferentes Modos de Pensar La Parabola tanto en la



Geometria del Taxista, como en la Geometria Analitica. Asi mismo, se plantean los
articuladores hipotéticos que permitirian el transito entre los diferentes Modos de
Pensamiento en cada una de estas métricas —la discreta y la continua—. Estos Modos de
Pensar La Parabola fueron el soporte de los analisis a priori y a posteriori que se
realizaron para los cuestionarios, asi como también de las actividades propuestas en la
Unidad Didactica.

CAPITULO 4. DISENO METODOLOGICO

En este capitulo, se describen las caracteristicas de la investigacion, asi como el disefio
metodologico del estudio de casos. Se presentan también, las diferentes etapas de
investigacion, cual es su intencionalidad y como se van a desarrollar. Las etapas
contemplan el andlisis documental, donde se incluyen los antecedentes y el marco
tedrico; el disefio de las Guias de Aprendizaje y los cuestionarios con su respectivo
analisis a priori; las intervenciones en el aula de clase, tanto con las Guias como con los
cuestionarios y, por tltimo, el analisis de los resultados.

CAPITULO 5. ANALISIS DE DATOS

En este capitulo, se presenta el andlisis a posteriori de los cuestionarios aplicados a los
estudiantes del caso de estudio. Teniendo como referente los planteamientos teoricos, se
indaga en las respuestas dadas por los estudiantes, con el fin de validar los Modos de
Pensamiento de La Pardbola que prevalecen, asi como los articuladores hipotéticos
planteados en el andlisis a priori. Para dar cuenta del proceso, se toma evidencia de las
respuestas de los estudiantes y se hace una descripcion de los hallazgos sobre los
aspectos tedricos que sobresalen en éstas, con el fin de concluir si las preguntas
cumplieron con su intencionalidad de mostrar el transito que realizan los estudiantes
entre los diferentes Modos de Pensar La Parabola, tanto en la Geometria del Taxista
como en la Geometria Analitica.

CAPITULO 6. CONCLUSIONES

Este capitulo, corresponde a la etapa final de investigacion, pues es donde se recoge
todos los aspectos relevantes del trabajo investigativo y se establecen conclusiones a la
luz del marco tedrico soportadas en las evidencias documentales y en las aplicaciones
realizadas; se validan los instrumentos de intervencion, tanto las Guias de Aprendizaje y
los cuestionarios, que posteriormente permitiran la construccion de la Unidad Didéactica.
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CAPITULO 1

PROBLEMATICA, ANTECEDENTES Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION



La problematica de investigacion se centra en entender los paradigmas de ensefianza y
aprendizaje alrededor del objeto matematico La Parabola definida como “el conjunto de
todos los puntos en R? que equidistan de un punto fijo F llamado foco y una recta fija L
llamada directriz” (Arancibia y Mena, 2007, p. 395). Para esto se realizd una
exploracion documental de investigaciones y tesis que presentan elementos importantes
en la ensefianza de las conicas, que permitio construir las siguientes categorias:

1. Pensamiento variacional desarticulado del pensamiento espacial.
2. Componente curricular.

3. Practicas de aula.

4. Concepciones erroneas de La Parabola.

El siguiente esquema presenta un resumen de las categorias y las fuentes consultadas
que sustentan la problematica de investigacion:

Componente/-\

curricular.

e Contreras, Contrerasy
Garcia (2002)

¢ Veldsquez, Apreza,
Lluck, Morenoy Valdez,
(2007)

e Bartolini (2005).

Concepciones
Erréneas.

*Vasco (1994)
¢ Valdiviay
Parraguez (2012)

« MEN LINEAMIENTOS
(1998)

* MEN ESTANDARES
(2003)

* MEN DBA V2 (2016)

® Rio-Sanchez (1996)
e Just y Carpenter
(1985)
‘ Practicas de o Lopezy Aldana
aula. (2013)

Pensamiento
variacional
desarticulado del
Pensamiento espacial.

Figura 1. Categorias que sustentan la problematica de investigacion.

1.1 PROBLEMATICA

Contreras, Contreras y Garcia (2002), manifiestan que en la ensefianza de las conicas se
ha dado un tratamiento excesivo al componente numérico variacional, es decir, en un
pensamiento analitico, desarticulado de su correspondencia del pensamiento métrico-
espacial, lo que conlleva al estudiante a memorizar ecuaciones carentes de sentido y
significados, idea que también esta sustentada por Gomez y Carulla (2000), citado en
Lépez y Aldana (2013), en donde amplian que los estudiantes tienen dificultad para
relacionar diversas escrituras algebraicas dado que carecen de procesos de analisis que
no les permiten relacionar de forma logica una representacion algebraica y una
geomeétrica.

De otra parte, Velasquez, Apreza, Lluck, Moreno y Valdez, (2007), citados en
Ferndndez (2011), exponen que la manera tradicional de presentar la Geometria
Analitica ha afectado negativamente su aprendizaje dado que esta mirada clasica,
aborda los contenidos desde un punto de vista algebraico descuidando la formacién de
procesos Yy actitudes en los estudiantes, presentando dificultades para mirar las figuras
geométricas como objetos y viceversa, ademas presentan que este enfoque no



contribuye a desarrollar las habilidades matematicas como los son el comprender, el
visualizar y el comunicar.

Apoyando las ideas antes expuestas, Bartolini—Bussi (2005), citado en Fernandez
(2011) senala que:

No es posible construir el significado de las conicas a través de un Unico enfoque,
como, por ejemplo, el mas difundido, el algebraico. Esto debido a que no es suficiente
con estudiar los aspectos analiticos dado que una gran cantidad de significados se
pierde con solo este enfoque. (p. 39)

Ademas, Fernandez (2011), sostiene que no se debe dejar de lado el sistema l6gico
deductivo de axiomas, postulados, definiciones y teoremas que se fueron desarrollando
antes de Descartes, es decir, estas construcciones geométricas histéricas permitiran
mejorar el razonamiento y la comunicacion de los saberes matematicos buscando una
mediacidn entre el pensamiento variacional y el pensamiento espacial.

Estas conclusiones presentadas abren el camino para darle una mirada histérica al
contexto educativo colombiano con el fin de encontrar la desarticulacion entre los
pensamientos variacional y geométrico.

Desde el Componente Curricular, el Ministerio de Educacién Nacional de Colombia —
MEN-, durante los altimos afios, ha priorizado mejorar los procesos educativos, para lo
cual ha implementado una serie de politicas tanto en cobertura como en calidad. En este
Gltimo aspecto ha trabajado en dos componentes bésicos, uno en la formacion de los
docentes y otro en el mejoramiento del componente curricular. En lo que respecta a éste,
el primer paso se dio con la implementacion de los Lineamientos Curriculares en el afio
1998, entendiéndose éstos como las orientaciones pedagdgicas y curriculares que se
deben tener en cuenta en el momento de elaborar los Proyectos Educativos
Institucionales —PEI-y sus correspondientes planes de estudios en los diferentes ciclos,
niveles y areas.

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas son orientadores y dependeran de la
comprension y el desarrollo investigativo de las comunidades educativas, pues se
consolidan como un marco de referencia “en la cual se utilizan los conceptos,
proposiciones, sistemas y estructuras matematicas como herramientas eficaces mediante
las cuales se llevaban a la practica determinados tipos de pensamiento logico y
matematico dentro y fuera de la institucion educativa” (MEN, 2003, p. 48).

Para el objeto matematico La Pardbola, no aparece de manera formal en ninguna parte
de los Lineamientos Curriculares de Matematicas y asi los demas objetos, por lo cual se
requirié de una legislacion que les diera mayor concrecion a estos lineamientos, de
manera que las instituciones escolares contaran con una informacién comun para
formular sus planes de estudio, respetando su autonomia. Dicha legislacién se incorpor6
en el 2003 con Los Estandares Basicos en Competencias en Matematicas, los cuales
constituyen una guia que permite promover y orientar los procesos curriculares frente a
aquello que los estudiantes deben aprender para saber y saber hacer en un nivel en
particular.

Los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2003), estan estructurados de manera
secuencial, por ciclos y pensamientos, pero no sugieren metodologias ni didacticas para



el aprendizaje de los objetos matematicos. En el caso de La Parabola se propone en los
grados octavo y noveno, en el pensamiento variacional y en el grado décimo en el
pensamiento espacial; esta estructura presenta una desarticulacion entre pensamientos y
ciclos que no permite su entendimiento profundo al no considerar La Pardbola de una
manera holistica en todos sus componentes.

Como los Lineamientos Curriculares y Los Estandares Bésicos de Competencias en
Matematicas, de alguna manera quedaban en manos de la cualificacion del docente para
desarrollar el objeto matematico en particular, el MEN presento en el afio 2016 los
Derechos Basicos de Aprendizaje en Matematicas -DBA v.2— como un minimo
requerido por el sistema educativo nacional, con saberes estructurantes de caracter
obligante y que se regularizan por grado.

A pesar de la coherencia entre los DBA v.2 y los Estandares Basicos de Competencias,
persiste la problematica de que el objeto matematico se ensefia de una manera
desarticulada, lejos de obtener una comprension profunda del mismo; dificultad que se
evidencia en el desempefio de los estudiantes en las pruebas estandarizadas aplicadas
por el MEN, denominadas Pruebas Saber que son ‘“evaluaciones aplicadas
periodicamente para monitorear el desarrollo de las competencias bésicas en los
estudiantes de educacion basica en Colombia, como seguimiento de calidad del sistema
educativo” (MEN, 2010, p. 1)

La mirada fragmentada del objeto matematico previamente justificada en los estandares
de competencia se ven reflejadas en las practicas de aula; desde la experiencia docente
los contenidos geométricos han quedado en un segundo plano en el plan de estudios, de
hecho, hay una tendencia a dejar estos temas para el final del periodo o se ensefian de
manera aislada de los demas pensamientos, tal y como lo sustenta Vasco (1994):

Las reformas a las Matemaéticas escolares de los afios cincuenta y sesenta eliminaron
la geometria como curso paralelo al algebra; relegaron los temas geométricos para el
final de los programas, en donde corrieron el riesgo de quedar sepultados por no
llegarse nunca hasta all4 en el desarrollo real de los programas en la mayoria de los
establecimientos, y trataron de remplazar las pruebas de tipo sintético por elegantes
pruebas de tipo algebraico que utilizaban poderosos teoremas del algebra lineal, o de
tipo analitico que aprovechaban propiedades de las funciones utilizadas para describir
los lugares geométricos. (p. 187)

Esta tendencia desarticulada no le da una mirada global al objeto matematico, en el caso
puntual de La Parabola, los esfuerzos se centran en un planteamiento algebraico con
miras a desarrollar las ecuaciones de segundo grado y las funciones cuadraticas
marginando los lugares geométricos, idea sustentada por Valdivia y Parraguez (2012).

Por ultimo, Rio—Sanchez (1996), citado en Fernandez (2011), encuentra las siguientes
concepciones erroneas sobre la parabola en un estudio realizado a 305 estudiantes
espanoles de una edad promedio de 17 afios:

v La parabola se puede dibujar perfectamente utilizando solo la regla y el compas.

v Una parabola no es un objeto geométrico independiente del sistema de referencia,
por lo que esta concepcion lleva a pensar que una curva no tiene infinitas
ecuaciones segln el sistema escogido, sino una sola ecuacion.

v’ Los estudiantes no perciben relacion entre La Parabola y la realidad.



v’ Las propiedades intrinsecas de La Parabola se obtienen de manera equivocada, es
decir, los estudiantes manifiestan que una Parabola puede ser un arco con dos
semirrectas tangentes en sus extremos. (p. 24)

Just y Carpenter (1985), citados en Lopez y Aldana (2013), exponen que hay un
reconocimiento de los estudiantes de las figuras conicas desde un componente gréafico,
pero al involucrar las propiedades, caracteristicas y las aplicaciones de las curvas, éstos
responden de manera incorrecta.

En conclusion, el sistema categorial de causas raices asociadas a la problematica
permite tener un panorama amplio de las diversas dificultades que han podido generarse
a través de los afios en la ensefianza aprendizaje de La Parabola, y cémo estas
implicaciones han dificultado su entendimiento profundo y el desarrollo de las
competencias basicas matematicas.

1.2 ANTECEDENTES

La ensefianza de las Matematicas ha abierto diversos caminos de investigacion, no sélo
sobre la construccion epistemoldgica de los objetos matematicos sino también sobre su
didactica y esto precisamente es lo que ha permitido transformar las practicas de aula.

Sobre el objeto matematico La Parabola, se han realizado varias investigaciones con
registros que se pueden encontrar en tesis de pregrado, maestria y doctorado. A partir
del rastreo bibliogréafico realizado, se seleccionaron para el marco de antecedentes, ocho
investigaciones cuyas publicaciones estdn comprendidas entre los afios 2011 y 2016, en
contextos como Chile, Peru, Argentina y Colombia. Se agruparon en tres categorias y
en cada una se resaltan los aspectos que aportan a esta investigacion.

En la primera categoria relacionada con el marco teérico Modos de Pensamiento, no se
encontraron estudios propiamente del objeto matemético La Par&bola. Sin embargo, se
destacan dos trabajos realizados bajo este enfoque tedrico que contribuyen al estudio de
las cénicas utilizando otras métricas, sirviendo como referencia para la presente
investigacion, pues en éstos se logra adecuar y trabajar con otros objetos matematicos
este marco tedrico que inicialmente estaba planteado por Sierpinska para elementos del
Algebra Lineal. Adicionalmente presentan otras métricas como la Geometria del Taxista
que también fundamenta el desarrollo de las actividades planteadas en esta
investigacion.

En esta linea Bonilla (2012), en su tesis de maestria “La Elipse desde la perspectiva de
la teoria los Modos de Pensamiento”, plantea que el tratamiento analitico de la Elipse a
través de ecuaciones cartesianas no permite su comprension profunda, es decir, no
facilita relacionar las distintas definiciones como seccion conica o como lugar
geométrico y sostiene que “el sistema escolar carece de una real conexion entre los
enfoques sintético y analitico de la geometria” (Bonilla, 2012, p. 10).

Para tratar de dar solucion a esta problemaética, realiza un estudio de caso sobre la
comprension del concepto Elipse con un grupo de 10 estudiantes entre 16 y 18 afios de
un establecimiento educativo chileno que ya habian estudiado las conicas en sus cursos.
A partir de la aplicacién de diferentes cuestionarios donde los estudiantes daban cuenta
de qué tipo de pensamiento predominaba al resolver ciertos planteamientos relacionados



con dicha conica, concluye que éstos logran una mayor comprension del concepto
cuando se enfrentan a situaciones donde interactuan los tres Modos de Pensar.

Basados en esta investigacion Bonilla, Parraguez y Solanilla (2013), presentan para el
VIl Congreso Iberoamericano de Educacion Mateméatica —CIBEM-, una propuesta
didactica para el tratamiento de todas las cénicas —circunferencia, parabola, elipse e
hipérbola—, utilizando como sistema de referencia el plano en la Geometria del Taxista.
Sostienen que el trabajo con esta métrica “favorece la comprension de los objetos
matematicos, a través de sus definiciones como estructuras, situacion que trasciende a
las representaciones” (Bonilla et al., 2013, p. 673). Ademas, permite que los estudiantes
transiten entre los distintos Modos de comprender las conicas: como figuras que las
representan en el plano, como pares ordenados que satisfacen una ecuacién y como
lugar geométrico (Bonilla et al., 2013).

Una segunda categoria del marco de antecedentes agrupa investigaciones que han
abordado el estudio de La Parabola desde otras teorias, con las cuales no sélo se amplia
la perspectiva en términos tedricos y metodoldgicos, sino que se evidencia la
pertinencia de estudiar La Parabola desde el Marco tedrico y con el enfoque en las dos
métricas que se plantea en esta investigacion.

Una primera perspectiva es presentada por Lara (2016), en su tesis de maestria “La
Pardbola como lugar geométrico: una formacién continua de profesores de
matematicas basada en la teoria de registros de representacion semiodtica” donde
aborda el estudio de la parabola como lugar geométrico en Ambientes de Geometria
Dinamica —~AGD- para la formacion continua de profesores de matematicas. Se sustenta
en la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval y aspectos de la
Ingenieria Didactica de Artigue, para plantear una secuencia de actividades con el uso
del software Geogebra con el fin de establecer patrones en los elementos de La
Parabola, la construccion de sus ecuaciones canonicas, asi como sus transformaciones
de acuerdo con el sistema de representacion bien sea gréafico, algebraico y analitico y la
coordinacion entre éstos. A partir de las aplicaciones y analisis de dichas secuencias, el
autor encuentra que el uso del software facilita “la movilizacion de los diversos saberes
geométricos desde una perspectiva distinta al enfoque algebraico y ello permitio que los
profesores comprendieran mejor las relaciones que hay en las propiedades de La
Pardbola como lugar geométrico” (Lara, 2016, p. 135). Sostiene que se alcanza una
mayor comprension del objeto matematico desde la coordinacion entre al menos dos
tipos de representacidon semidtica pues se logra la movilizacion de las nociones sobre el
concepto.

Por su parte, Lopez y Aldana (2013) en su tesis de doctorado “La comprension del
concepto de parabola: un estudio de caso” abordan la manera como los estudiantes de
Ingenieria de Sistemas de la Universidad del Quindio comprenden el concepto de
Parabola y las dificultades que tienen en su construccion conceptual. Apoyados en el
marco tedrico de las situaciones didacticas de Chevallard junto con la metodologia de la
Ingenieria Didactica de Artigue y el uso del software Geogebra, disefian y aplican un
conjunto de secuencias didacticas, cuyo analisis posterior los lleva a concluir que los
estudiantes aprenden de memoria las ecuaciones y por esto tienen dificultad en
relacionar las diversas representaciones —algebraica, geométrica y grafica—; asi mismo,



aseveran que cuando se proponen actividades sobre coénicas que involucran la
movilizacion de sus representaciones, caracteristicas y propiedades, se evidencian
dificultades de interpretacién y reconocimiento de sus elementos. A partir de esto
aseguran que la implementacion de secuencias de ensefianza mediadas por entornos
informaticos permite crear los ambientes de aprendizaje necesarios para que los sujetos
se apropien de forma consciente, real y progresiva del concepto de Parabola.

Del mismo modo, Moncayo, Pantoja y Fernandez (2012), en su propuesta didactica
“Enfoque didactico para la conceptualizacion de la parabola como lugar geométrico
integrando Cabri Géométre Il Plus” exponen una experiencia de aula que aporta a la
didactica de la geometria escolar, a través de una secuencia de actividades que
constituyeron un elemento motivador y facilitador a los estudiantes de grado noveno, en
la comprension del concepto de Pardbola como lugar geométrico al interactuar con el
ambiente Cabri Geometre Il Plus. EI marco teorico utilizado fue la metodologia de
micro-ingenieria didactica de Artigue y las situaciones didacticas de Brousseau. La
experiencia estimuld en los estudiantes procesos cognitivos como la exploracion,
observacion, realizar conjeturas y la verificacion de las propiedades, lo cual les facilit6
la conceptualizacion de La Parabola como lugar geométrico; a partir de esto los autores
concluyen que, al implementar diferentes situaciones mediadas por el uso del software,
los estudiantes logran interactuar con relaciones geométricas y otros conceptos desde
una perspectiva dinamica lo que les permite hacer una transicion entre la percepcion
visual y la construccion teorica llevandolos a conectar las representaciones algebraicas y
graficas con las representaciones geométricas.

Por altimo, Valdivia y Parraguez (2012) en el articulo para el Comité Latinoamericano
de Matematica Educativa -CLAME- dan a conocer su investigacion “Evolucion
cognitiva del concepto pardbola como Lugar geométrico: una mirada desde la teoria
APOE” en la cual realizan un estudio sobre la construccién del concepto parabola -
como lugar geométrico- y sus elementos principales. La investigacion se lleva a cabo
con 5 estudiantes de una universidad chilena y se enmarca bajo la teoria APOE —
Accidn, Proceso, Objeto y Esquema—, como marco tedrico y metodoldgico; ademas
utilizan tres métricas distintas: la euclidiana, la del taxista y la del méximo, con el
propdésito de poder identificar y analizar las construcciones mentales que realizan los
estudiantes en el proceso de construccion del objeto Parabola —como lugar geométrico—
y describir su evolucion. Los resultados que surgen de esta investigacion dan cuenta de
tres aspectos fundamentalmente: el primero, los cambios que se producen en la forma
geométrica de La Pardbola cuando es estudiada con métricas distintas a la usual;
segundo, que sus elementos permanecen invariantes ante una u otra métrica que se
utilice y tercero que, en alguna medida, se ha perdido la definicion de Parabola como un
lugar geométrico, ya que el concepto queda asociado a una figura geométrica
determinada o a una ecuacion cuadratica. De aqui entonces que no se logre una relacion
entre la representacion algebraica y la forma geométrica del concepto.

Una ultima categoria donde se enmarcan los antecedentes corresponde a las estrategias
metodoldgicas en la ensefianza de las Conicas, considerando el hecho de que La
Pardbola es una de estas curvas. Las investigaciones aqui citadas, presentan esta
tematica desde la modelacion hasta el uso del material concreto y permiten ampliar la



forma como se puede abordar el objeto matematico diversificando las actividades de
intervencion en el aula para favorecer una mayor comprension en los estudiantes.

El primer aporte de esta categoria se encuentra en Pérez (2012), quien en su tesis de
maestria “Estudio de las aplicaciones de las conicas mediado por la modelacion desde
una vision analitica” conceptualiza la Elipse, Paradbola e Hipérbola con una perspectiva
geomeétrica teniendo como referente tedrico los principios de la Educacién Matematica
Realista del matematico holandés Hans Freudenthal. Mediante el disefio e
implementacion de una unidad didactica para los estudiantes de décimo grado, plantea
el estudio de las aplicaciones de las conicas desde tres situaciones: cortes del cono,
captura del cono y cénicas desplazadas, y utiliza la formulacién y resolucion de
problemas cotidianos relacionados con éstas, mediante el proceso de modelacion,
apoyado también del software Graph. La metodologia consiste en el analisis de la
situacion, identificar los aspectos relevantes, relacionar sus componentes y traducirlos
entre los diferentes sistemas de representacion, permitiendo asi establecer conexiones
entre los sistemas verbal, visual-gréfico, algebraico y numérico. Esta estrategia permite
observar y determinar regularidades y propiedades como la reflexién y excentricidad de
las curvas, como parte fundamental del estudio de estos conceptos matematicos desde
una vision analitica.

Por su parte, Santa, Bedoya y Jiménez (2007) en su trabajo de pregrado “Uso del
doblado de papel en la construccion de las secciones cénicas e identificacion de sus
caracteristicas” abordan el problema de que “la ensefianza tradicional del tema
secciones clnicas no permite una verdadera apropiacion y aplicacién del conocimiento
en los estudiantes” (Santa et al., p. 10). Para dar la solucién al problema realizan su
estudio con 50 estudiantes del grupo 10°C de la Institucion Educativa Normal Superior
de Envigado con edades entre los 14 y 17 afios. Para esto se apoyan en la Concepcion
Constructivista del Aprendizaje escolar y disefian la estrategia del doblado de papel
aplicado en el proceso de ensefianza — aprendizaje de la construccion de las secciones
conicas, a partir de la elaboracion de guias que permiten, mediante un instructivo,
construir las diferentes secciones conicas y estudiar las caracteristicas mas relevantes de
las mismas. Los autores concluyen que “proveer un material grafico que guia la
construccion e identificacion de las caracteristicas mas relevantes de las secciones
conicas, se puede utilizar como mediador para promover procesos de visualizacion mas
elevados en diferentes contextos” (Santa et al., p. 176) ya que permite hacer una
transicion entre lo concreto y lo abstracto en el estudio de estas curvas al considerarlas
como lugar geométrico con infinitos puntos dada la imposibilidad de doblar
infinitamente el papel; del mismo modo se da un acercamiento de lo discreto a lo
continuo desde la construcciébn manual hasta la conceptualizacion y estudio de
propiedades en el plano cartesiano. Dejando esto evidencia de que los estudiantes logran
generalizaciones a partir de la interaccion con material concreto.

Un ultimo aporte en esta categoria lo realiza Ramirez (2013), en su trabajo de
especializacion “Las Secciones Conicas en la Escuela Secundaria: un Andlisis
Matematico y Didactico” donde presenta un tratamiento de las secciones conicas desde
dos aspectos: el primero, corresponde a un recorrido histérico en el que muestra la
construccion de las conicas desde las ideas mas intuitivas hasta su formalizacion,
retomando para esto diferentes enfoques tedricos y practicos. El segundo aspecto esta



relacionado con el analisis de un texto escolar, con el propdsito de establecer cual es la
forma en que se presentan las secciones conicas en éste, cuales son las situaciones
problema que se plantean para abordarlas, asi como los conceptos y procedimientos
asociados. Todo lo anterior con el objetivo de proponer algunas ideas diferenciadoras
para la ensefianza de las conicas en la educacion secundaria, entre éstas, el uso de
software de geometria dinamica, pues permiten un mejor abordaje y entendimiento de
las conicas a partir de la combinacién de distintos registros —gréafico, simbolico, verbal—
y a partir de esto concluye que “la insercion de nuevas herramientas promueven un
mejor entendimiento y construccion de conceptos, a la vez que invitan a la exploracion,
en busca de propiedades y caracteristicas singulares de cada conica o de sus elementos”
(Ramirez, 2013, p. 51)

Este anélisis de antecedentes proporciona soportes para considerar que la problematica
planteada en la investigacion ha sido motivo de estudio en otros contextos y que es por
medio de la Didactica de las Matematicas, que se producen las estrategias necesarias
para dotar de significado el aprendizaje de los objetos matematicos. Para el caso de la
presente investigacion se adopta la teoria Modos de Pensamiento de Ana Sierpinska
(2000), la cual estara definida en el capitulo 3 y como producto de esta tesis se tendra la
construccion de una unidad didactica que segun Sanmarti, (2000) es el conjunto de
actividades estructuradas y relacionadas en torno a unos ejes articuladores para lograr
objetivos establecidos.

1.3 HIPOTESIS

Esta investigacion se propone articular desde los Modos de Pensamiento las
interpretaciones del objeto matematico La Pardbola desde una métrica discreta en la
Geometria del Taxista y desde una métrica continua en La Geometria Analitica.

1.4 PREGUNTA PROBLEMA

¢Cudles son las implicaciones en la ensefianza y aprendizaje de La Parabola desde una
métrica discreta y otra continua en el grado 10° al implementar una Unidad Didactica
fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento para el desarrollo de competencias
matematicas?

1.5 OBJETIVO GENERAL

Analizar el transito que propicia una modelo de ensefianza y aprendizaje de La Parabola
desde una meétrica discreta y otra continua, al implementar una Unidad Didactica
fundamentada en los Modos de Pensamiento (Sintético-Geométrico, Analitico—
Aritmético y Analitico—Estructural), en las practicas de aula.

1.6 OBJETIVOS ESPECIFICOS

v' Caracterizar los Modos de Pensamiento para la ensefianza y el aprendizaje de La
Pardbola desde una métrica discreta y otra continua.

v Disefiar una Unidad Didactica que propicie el transito entre los Modos de
Pensamiento en los procesos ensefianza y aprendizaje de La Pardbola desde una
métrica discreta y otra continua.



v"Implementar actividades de aula para los estudiantes del grado 10° que propicien
el transito entre los Modos de Pensamiento en la practica de La Parabola desde
una métrica discreta y otra continua.

1.7 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El estado del arte presentado en este capitulo fundamenta que la ensefianza de La
Pardbola ha sido pensada desde diferentes perspectivas tedricas y metodoldgicas
buscando las estrategias que permitan a los estudiantes, comprenderla en todas sus
concepciones. Se considera pertinente adoptar para la investigacién el marco teérico
Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska (2000), el cual proporciona elementos
importantes para resolver la problematica de la ensefianza desarticulada del objeto
matematico, que s6lo ha generado aprendizajes aislados unos de otros llevando a los
estudiantes a prevalecer en el pensamiento geométrico y en sus representaciones
algebraicas (Parraguez, 2012) sin lograr una comprension global y profunda que, a su
vez, fortalezca el desarrollo de competencias matematicas en el aula.



CAPITULO 2

ASPECTOS HISTORICOS EPISTEMOLOGICOS DE LA
PARABOLA



Considerando la importancia de la historia para reconocer las construcciones
conceptuales del hombre alrededor de los objetos matematicos, se hara un recorrido por
los diferentes aportes que llevaron a la formalizacion de La Parabola como lugar
geométrico, centrando la atencion en los elementos que dieron inicio al desarrollo de las
conicas. Sin embargo, en esta busqueda es posible encontrar algunas nociones que estan
asociadas a La Pardbola y que, de una u otra manera, constituyen una base conceptual
importante en su epistemologia.

2.1 CONTEXTO HISTORICO

Basados en el trabajo de Campos (2003), Lemus, Ponce y Reyes (s.f), refieren que los
tres problemas histéricos de las Matematicas: la cuadratura del circulo, la triseccion del
angulo y la duplicacion del cubo, constituyeron una base fundamental en la
epistemologia de La Parébola; fueron pensados por varios matematicos de la época,
entre ellos Hipocrates de Quio (siglo V a. c.) quien realiz6 la primera contribucion
importante a los problemas de cuadrar el circulo y duplicar el cubo, pero sus
demostraciones incluian métrica, es decir, no se podian hacer con una regla no graduada
y un compas, lo cual se convertia en un obstaculo para la geometria de entonces dado
que la regla y el compés se consideraban como las Unicas herramientas validas para
hacer las demostraciones, pues los entes geométricos ideales eran, segun Platon, la recta
y la circunferencia.

Segun los autores, en la busqueda por resolver estos problemas matematicos, los griegos
descubren La cuadratriz, que se le atribuye al sofista Hipias de Elis hacia finales del
siglo V a. c., con la cual plante6 una solucion al problema de la triseccion del angulo y
un siglo méas tarde, Dinostrato y Nicomedes ratifican el uso de esta curva para
solucionar la cuadratura del circulo. Sin embargo, esta curva “tuvo sus criticas por
suponer como conocida la propiedad buscada, que se requeria saber la relacion entre
una linea y un arco de circulo” (Lemus, Ponce y Reyes, s. f, p. 4)

Figura 2. La cuadratriz. (Lemus et al., s.f, p. 3)

Con relacion a la duplicacion del cubo, fue Hipdcrates quien desarrollo una idea para la
solucidn a este problema:

Encontr6 que si entre dos rectas, una doble de la otra, se insertan dos medias
proporcionales, se duplicara el cubo, el cual se convirtié en una dificultad en
otra no menor. El resuelve el problema al hallar la interseccion de dos
parabolas o una parabola y una hipérbola (Lemus et al., s. f, p. 5)



Esta quiza es una de las primeras apariciones de La Parabola, anterior al estudio de
Apolonio sobre las secciones conicas, cuyo descubrimiento, segin Gonzélez (2007) se
le atribuye a Menecmo, hermano de Dinostrato, hacia el afio 350 a. ¢. En la busqueda de
una mejor solucion a la duplicacion del cubo, este matematico descubre las curvas que
se conocieron entonces como la Triada de Menecmo, que mas adelante recibirian el
nombre de Parabola, Elipse e Hipérbola en el trabajo de Apolonio.

De acuerdo con Mora (2010), Menecmo utiliz6 procedimientos aritméticos y
algebraicos que lo llevaron a plantear dos soluciones, una basada en las propiedades de
La Pardbola y la Hipérbola juntas, y la otra en las propiedades de La Parabola,
coincidiendo ambas en que la solucién a la duplicacion del cubo quedaba reducida a un
problema de medias proporcionales. A continuacion, se muestra una de las soluciones
planteadas por Menecmo, traducida al lenguaje de la Geometria Analitica actual:

En este caso usa dos pardbolas para determinar el punto P:
1. La primera parabola con vértice en O, ON como gje y OA
como coeficiente. (fatus rectum)

Estas parabolas determinan por su interseccin un punto P tal que:

¥
(OAON = PN?
(QOBOM = PM?
M P
Entonces: 2 =0
A a PM=0ON
0 N X
.04 OM ON
b Por lo que: YT i
B Y OM, ON son las dos medias proporcionales buscadas enire

2. La ofra parabola con vértice en © , OM como eje y OB OA, OB.

como coeficiente (latus rectum)

Figura 3. Solucion de Menecmo de la duplicacion del cubo a partir de las propiedades de La Parabola.
(Mora, 2010, p. 21-22)

De este modo, tratando de encontrar curvas cuyas propiedades le permitieran resolver el
problema de la duplicacion del cubo, introduce las conicas “obtenidas como seccion por
un plano perpendicular a una generatriz de conos rectos de tres tipos, segin que el
angulo en el vértice sea agudo, recto u obtuso; por eso La Parabola fue Ilamada seccién
de cono rectangulo” (Gonzalez, 2007, p. 207; Tapia, 2002, p. 3).

Es de aclarar que para el tiempo en que se descubren estas curvas, se desconocia el
simbolismo algebraico, sin embargo, logra aplicar técnicas para abordarlas sin tener un
sistema de coordenadas lo que, segun Gonzalez (2007), da indicios a algunos
historiadores de que este gedmetra ya tenia algunas nociones de Geometria Analitica.
Segun Boyer (1986), Menecmo plantea las primeras expresiones relacionadas con La
Parabola, partiendo de relaciones proporcionales asi:

Sea ABC el cono y sea EDG la curva que se obtiene al cortarlo por un plano
perpendicular en el punto D a la generatriz ADC del cono. Por un punto cualquiera P
de la curva seccién pasa un plano horizontal que corta al cono en la circunferencia



PVQOR, siendo Q el otro punto de interseccion de la curva (la Pardbola) con esta
circunferencia.

Por razones de simetria se tiene que
PQ _L RV en el punto O, de modo que OP es
la media proporcional entre RO y OV. Por

tanto OP2 = ROOV .
Ahora, de la semejanza de los tridngulos OVD
ov BC

y BCA se tiene que DO AB y de la
semejanza de los tridngulos SDA y ABC se

SD _BC
tiene que AS AB

Tomando OP=y y OD=X, como «coordenadas» del punto P, se tiene que

y> =RO-0V , de modo que sustituyendo:

2
y?> =0P? =R0O-0V =SD-0V :AS-E-DO-E=w'X
AB AB ~  AB

En vista de que los segmentos AS, BC y AB son los mismos para todos los puntos P
de la curva EQDPG, podemos escribir la ecuacion de la curva o «seccion del cono
rectangulo» en la forma y? = Ix , donde | es una constante que mas tarde se llamaria
el «latus rectum» (p. 133)

De esta manera logra mostrar que las coénicas tenian “importantes propiedades como
lugares planos, traducibles en basicas expresiones geométricas —equivalentes a nuestras
ecuaciones—, que permitian deducir, a su vez, otras innumerables propiedades”
(Gonzalez, 2007, p. 207).

Posterior a estos hallazgos, Tapia (2002) expone que el siguiente en escribir sobre las
conicas es Aristeo a finales del siglo 1V a. ¢. En su obra Los lugares Solidos, que Segun
Boyer (1986) era el nombre griego para las secciones conicas, se refiere a La Parabola
como seccion del cono de angulo recto; se categorizan ademas los lugares geométricos
en tres tipos: los lugares planos, los lugares lineales y los lugares solidos, describiendo
estos Ultimos como ‘“aquellos en los que aparecen las conicas por interseccion de
cilindros y conos con planos” (Tapia, 2002, p. 21). De acuerdo con Boyer (1986), el
hecho de que las conicas no se consideraran como lugares planos, segun la clasificacion
en la obra de Aristeo, inducia a pensar que el tratado de éstas se hacia con figuras en el
espacio y no en el plano.

También a finales del siglo IV a. c., Euclides hace sus aportes al desarrollo geométrico a
partir de su obra Los Elementos, donde “no estaba incluido el estudio de las conicas ni
de las curvas planas superiores, porque esto formaba parte de la matematica mas
avanzada” (Boyer 1986, p. 145). Sin embargo, su contribucion fue importante para la
geometria griega dado que el Algebra Geométrica que presenta en su Libro II, se
consolidé como “un eficaz instrumento para la resolucion de ecuaciones cuadraticas,
mediante el método de la Aplicacion de las areas”. (Gonzalez, 2007, p. 206).



Varios autores coinciden en la posibilidad de que Euclides se refiriera a las conicas en
otra de sus obras, pero, que al igual que los escritos de Aristeo, no se hallaron registros
posteriores, quiza porque fueron completados més adelante por Apolonio.

Mas adelante las propiedades de las cénicas fueron retomadas por Arquimedes, cuyos
escritos muestran su dominio en el estudio de estas curvas al considerar que “era posible
determinar cualquier tipo de cénica a partir de cualquier cono que tuviera secciones
circulares” (Coolidge, 1968 citado en Lugo, 2014, p. 9). El trabajo con las cénicas
permitiéo a Arquimedes un estudio exhaustivo de las propiedades de La Parabola y el
trabajo con el calculo de areas, de alli que en el libro Sobre las espirales, desarrolla un
tratado de La cuadratura de La Parabola, donde demuestra que “el arca K de un
segmento parabdlico APBQC, es igual a cuatro tercios del area de un tridngulo que
tenga la misma base y la misma altura” (Boyer, 1986, p. 174).

Cabe aclarar que Arquimedes no utiliza el nombre de Parabola, sino el de “Ortotoma” o
“seccion de cono rectangulo”, como la llamaba Menecmo y como la Ilamarian sus
predecesores al igual que las otras secciones, segun las descripciones de como habian
sido descubiertas, “Oxitoma” o “seccion de un cono agudo” y “Amblitoma” o “seccion
de un cono obtuso” (Boyer, 1986).

Figura 4. Trabajo de Arquimedes sobre La cuadratura de La Parabola
(Boyer, 1986, p. 174)

Los hallazgos que habian realizado Menecmo, Aristeo, Euclides y Arquimedes son
retomados de una manera mas organizada y con un lenguaje mé&s sintetizado por
Apolonio de Perga hacia el 240 a. c. en su obra Las Cénicas, cuyos primeros cuatro
libros constituyen una introduccion elemental sobre estas curvas, que hasta entonces
habian sido tratadas a partir de diferentes tipos de conos segun el angulo del vértice
fuera agudo, recto u obtuso. Por esto, la primera contribucién de Apolonio fue
demostrar que las tres secciones se podian obtener a partir de un mismo cono al variar la
inclinacion del plano que lo secciona, incluso podia no ser un cono circular recto, podia
considerar también el cono circular oblicuo o escaleno y por ende las propiedades de
cada curva permanecian invariantes. (C.f., Gonzalez, 2007; Tapia, 2002; Boyer, 1986).



De acuerdo con Boyer (1986), adaptando la terminologia utilizada por los pitagdricos en
la solucidn de ecuaciones cuadraticas a partir de la aplicacion de areas, Apolonio asigna
los nombres de las secciones conicas como se les conoce:

Ellipsis, que significa una deficiencia, se utilizaba cuando un rectangulo dado debia
aplicarse a un segmento dado y resultaba escaso en un cuadrado —u otra figura dada—.
Mientras que la Hyperbola —de “avanzar mas alla”— se adopt6 para el caso en que el
area excedia el segmento dado y, por ultimo, la palabra Pardbola —de “colocar al
lado” o “comparar”- indicaba que no habia ni deficiencia ni exceso. (p. 195)

Segin Gonzalez (2007), “el cambio de nomenclatura envolvia un cambio conceptual,
toda vez que las conicas ya no serian descritas constructivamente, sino a través de
relaciones de éareas y longitudes”, pero estos procedimientos eran considerados por
Apolonio dentro de un sistema coordenado inseparable a cada curva, utilizando algunas
lineas de referencia —diametro tangente o didmetros conjugados—, en funcion de las
cuales define las propiedades geométricas de cada una, equivalentes a su definicion
como lugar geométrico, pero aun no estaban definidas en un sistema para todos los
puntos del plano.

Pese a estas limitaciones, la obra de Apolonio es considerada ‘“el primer hito en la
Historia de la Matematica sobre la aplicacion de coordenadas al estudio de las
propiedades de las curvas” (Gonzalez, 2007, p. 208), pues sin tener las herramientas con
que se cuenta actualmente de la Geometria y el Calculo, logra profundizar en el estudio
de las secciones conicas dando paso a la generalizacion que mas tarde constituirian los
fundamentos de la Geometria Analitica.

Por otro lado, Gonzalez (2007), expone que el gedmetra griego Pappus, hacia el siglo
IV d. c., recopila en su obra La Coleccion Matemaética todas las explicaciones de la
geometria griega que se tenian hasta su época. Presentd también algunas soluciones
propias a los problemas de la triseccion del angulo y la duplicacién del cubo, asi como
una clasificacion definitiva de los problemas geométricos en planos, lineales y sélidos,
siendo estos ultimos aquellos que pueden resolverse a partir de conicas, lo que dio paso
a nuevos estudios que extienden las propiedades de las secciones cdnicas definiéndolas
como lugares geométricos en relacion a un punto y a una recta, razon por la cual se
atribuye a este matematico la primera mencion del foco de La Pardbola y de las
directrices de las secciones conicas, tal y como se enuncia en el siguiente teorema de su
autoria:

TEOREMA 1. El Lugar geométrico de los puntos del plano cuya razén entre las
distancias a un punto fijo (foco) y a una recta fija (directriz) es constante, es una
seccién conica. Si la razon es igual a la unidad la seccion serd una parabola, si la
razén es menor que la unidad seria una elipse y si es mayor una hipérbola. (Heath,
1921 citado en Lugo 2014, p. 12)

Junto con este y otros teoremas, se plantea también el conocido Problema del lugar
geomeétrico de las n rectas, que ya habia sido pensado por Apolonio para el caso de
cuatro rectas y cuya solucion no era otra cosa que una cénica. Sin embargo, en un
analisis mas profundo, Pappus “propone una generalizacion a mas de cuatro rectas
y reconoce que independientemente del nimero de rectas involucradas en el



problema, queda determinada una curva concreta” (Gonzalez, 2007, p. 211), siendo
esta una solucion que dio paso al posterior desarrollo de la Geometria Analitica.

A pesar de esta gran contribucion, Gonzalez (2007), plantea que el trabajo de
Pappus estaba desprovisto aun del método sintético y no seria hasta la aparicion de
Vieta en 1591 que se tendrian los elementos algebraicos necesarios para abordar el
tratamiento de problemas geométricos complejos, gracias a que “las cantidades
simbolicas, al ser interpretadas como magnitudes geométricas y las operaciones
simbolicas como procedimientos de construccion geométrica, permiten obtener la
solucion simbolica de las ecuaciones generales con significado geométrico”
(Gonzalez, 2007, p. 217)

Segun Gonzalez (2003), en el Arte Analitica, Vieta perfecciona el algebra
Sincopada de Diofanto, pasando de las proporciones al planteamiento de
ecuaciones, al introducir los pardmetros que permitian obtener “la solucion general
de las ecuaciones mediante formulas que expresan las incognitas en relacion con
los parametros” (Gonzalez, 2003, p. 11). Sin embargo, en el trabajo que hace este
matematico no se encuentra el uso de coordenadas, por esto, en las aplicaciones no
aparecen representaciones graficas de ecuaciones en un sistema coordenado.

Vieta, a diferencia de sus antecesores, contaba con las herramientas algoritmicas
del Algebra Simbélica que le permitié reconstruir el Analisis geométrico clésico;
su trabajo fue una base fundamental para desarrollo que posteriormente harian
Descartes y Fermat, conjugando dos elementos: la introduccion de coordenadas y
el Algebra Simbdlica aplicados a lugares definidos por una ecuacion de dos
variables, permitiendo asi el estudio de ecuaciones a través del significado de las
curvas y del mismo modo, el estudio de las curvas definidas por ecuaciones. (C.f.
Gonzalez, 2003; Hernandez, 2002)

De acuerdo con Gonzélez (2007), el trabajo realizado por Fermat y Descartes fue la
sintesis de todo el desarrollo matematico de los siglos XVI y XVII, de los cuales
destacan los aportes de Apolonio sobre las secciones cénicas y de Vieta con el
Algebra Simbdlica. Tanto “La Isagoge de Fermat como La Geometria de Descartes
tienen su anclaje en la Geometria griega, pero se plantean como tarea esencial
encontrar nuevos métodos mas simples, mas operativos, mas resolutivos, mas
heuristicos y sobre todo méas generales” (Gonzalez, 2007, p. 221).

De manera simultanea, ambos desarrollaron aspectos complementarios de la
Geometria Analitica, asi pues, “mientras que Descartes comunmente empezaba con
una curva y derivaba su ecuacion algebraica, Fermat comenzaba con una ecuacion
algebraica y derivaba de ella las propiedades geométricas de la curva
correspondiente” (Hernandez, 2002, p. 40)

2.2 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El andlisis Historico-Epistemoldgico de La Parabola permite evidenciar la construccion
conceptual que tuvo que desarrollarse para consolidar las propiedades que permiten
estudiarla en la actualidad como lugar geométrico. Es importante resaltar que los
primeros hallazgos dan cuenta de un pensamiento geométrico dominante que permitio
fundamentar las raices histdricas de este objeto matematico. Posteriormente, se da el



desarrollo de un pensamiento de tipo aritmético y a partir de un estudio mas exhaustivo,
los matematicos de la época descubren caracteristicas de esta curva como seccion
conica, que gracias a los aportes del Algebra, pudieron sintetizarlas y representarlas a
partir de ecuaciones, pero solo con el desarrollo de la Geometria Analitica este lenguaje
algebraico dotd de rigurosidad y significado el estudio de estas curvas, para finalmente
reconocer su estructura como lugar geométrico, permitiendo asi que sus aplicaciones se
extendieran a campos como el Célculo y la Fisica.



CAPITULO 3

MARCO TEORICO



Teniendo como referente la problematica de investigacion sobre la ensefianza y
aprendizaje de La Parabola, se considera pertinente adoptar la teoria Modos de
Pensamiento propuesta por Sierpinska (2000), como fundamento para el Marco Teorico,
porque proporciona los elementos necesarios para la comprension profunda de este
objeto matematico; ademas, permite describir e interpretar los Modos de Pensar que
priorizan los estudiantes al momento de desarrollar distintas tareas y cuales son las
relaciones que logran establecer entre ellos.

3 MARCO TEORICO

Los Modos de Pensamiento es una teoria de la Didactica de las Matematicas propuesta
por la doctora Anna Sierpinska, quien, a partir de un estudio realizado con estudiantes
de nivel superior, identifica algunas dificultades en los procesos de razonamiento de
conceptos del Algebra Lineal y a partir de alli, realiza aportes tedricos para interpretar
dichas dificultades.

Esta teoria postula que existen tres Modos de Pensar los conceptos asociados al Algebra
lineal: Analitico-Aritmético —~AA—, Sintético-Geométrico —-SG- y Analitico-Estructural
—AE—, que pueden verse como ‘“el resultado de una superacion de dos posiciones
dogmaticas opuestas: una, que rechaza los nimeros dentro de la geometria y la otra, que
rechaza que la intuicion geométrica pueda ser llevada a un dominio puramente
aritmético” (Parraguez, 2012 p. 15). Estos Modos no constituyen un desarrollo
secuencial del pensamiento algebraico, mas bien cada uno es igualmente util al
momento de hacer referencia a un objeto matematico de acuerdo con su propdésito y
segun el contexto en el que se pretenda abordar.

3.1 LA TEORIA

Los Modos de Pensamiento, hacen referencia a “las formas de ver y entender los objetos
matematicos. Estos dependen de los tipos de relaciones y objetos que evoquemos al
momento de pensar en un objeto algebraico o al intentar resolver una situacion
matematica” (Parraguez 2012, p. 21). De esta manera, los objetos matematicos
adquieren un significado conforme al Modo en el que se esté desarrollando.

De acuerdo con Pinto y Parraguez (2015), la teoria de Modos se desarrolla a partir de
dos tipos de pensamiento:

un pensamiento practico, definido como una accién inmediata entre el sujeto y el
objeto, alusivo a hechos observables y un pensamiento tedrico, referido a la
comprension como la reflexion de los resultados de una accion, que considera la
produccion de sistemas conceptuales internos coherentes, sustentados en un sistema
I6gico de signos, por tanto, reflexivo, sistémico y analitico. (p. 613)

Estos dos pensamientos constituyen la base para los Modos Sintético y Analitico, que
segun Parraguez (2012) se diferencian en que, en el primero, los objetos son descritos
de manera natural, representados con la figura correspondiente sin necesidad de definir
las propiedades, mientras que, en el Modo Analitico los objetos son construidos por la
definicion de sus propiedades, relaciones numéricas o simbolicas.



Anna Sierpinska identifica tres Modos de Pensamiento que implican maneras de analisis
diferentes, clasificandolos de la siguiente forma: el Sintético-Geométrico que se
relaciona con el pensamiento préctico y los Analitico-Aritmético y Analitico-
Estructural, que se relacionan con el pensamiento tedrico (Sierpinska, 2000, citada en
Parraguez, 2012).

A continuacion, se describe de manera detallada cada uno de los Modos de
Pensamiento:

El Modo Sintético-Geométrico —SG- permite que los objetos matematicos se puedan
analizar desde una representacién geométrica, una figura, un conjunto de puntos, etc.,
resaltando que en este Modo es fundamental la visualizacion (Parraguez, 2012). Este
Modo de Pensamiento va de la mano con el modelo cognitivo de razonamiento
geomeétrico, donde se plantea que los procesos son posibles gracias a la interaccion de la
visualizacion, la construccion y el razonamiento. (Duval, 1998, citado por Cifuentes,
2011).

El Modo Analitico-Aritmético —AA- presenta los objetos matematicos por medio de
“relaciones numéricas”, donde, el plano cartesiano ya se ve como puntos formados por
parejas ordenadas de numeros reales que satisfacen ciertas condiciones, que son escritas
mediante ecuaciones o desigualdades (Parraguez, 2012). Este Modo plantea la
posibilidad de interpretar el objeto desde otro punto de vista, lo que implica poner en
consideracion elementos que no estan presentes en el Modo SG por considerar otras
relaciones que no son de tipo espacial.

El modo analitico-estructural —AE- define los objetos matematicos por medio de
propiedades y axiomas que “sintetizan los elementos algebraicos de las representaciones
analiticas dentro de conjuntos estructurales” (Parraguez, 2012, p.21), lo que llevaria a
plantear que es un Modo de Pensar mas avanzado donde se exigen otras relaciones,
buscando generalizar elementos que ya se habian considerado en los modos SG y AA.

Cada uno de estos Modos de Pensamiento constituye un camino para abordar los
objetos matematicos, “aunque la coordinacion y transito entre ellos, permite, por un
lado, un pensamiento mas versatil, y por otro, ver diferentes facetas del objeto
matematico, ofreciendo diferentes aspectos segin el registro donde se ubique”
(Parraguez, 2012, p. 17), lo cual dotard de herramientas heuristicas al estudiante para
resolver problemas.

Cabe mencionar que, aunque la teoria los Modos de Pensamiento fue disefiada por
Sierpinska para describir la comprension de objetos matematicos del Algebra Lineal, en
esta investigacion se hace una extension de ella a otros a objetos matematicos —que no
son propios del Algebra Lineal—, pero que se pueden interpretar desde este constructo
teorico.

Para levantar los Modos de Pensar La Parabola se tuvo en cuenta el estudio de la
problemdtica, el andlisis de antecedentes y los aspectos historicos-epistemoldgicos
desarrollados en los capitulos anteriores, por lo cual se plantea la caracterizacién de este
objeto matematico desde dos sistemas de referencia: la Geometria del taxista (ver figura
5) y la Geometria Analitica (ver figura 8), dando cumplimiento con esto al primer
objetivo de la investigacion.



3.2 MODOS DE PENSAR LA PARABOLA EN LA GEOMETRIA DEL TAXISTA

Segun Bonilla et al. (2013) “la Geometria del Taxista es una estructura matematica
(algebraica y topoldgica) definida para el producto cartesiano ZxZ, entendido como una
version discreta del plano cartesiano de las parejas ordenadas de nimeros enteros” (p.
781)

Teniendo en cuenta la definicion de la Geometria del Taxista y de lugar geométrico, se
presentan los Modos de Pensar La Parébola desde una perspectiva discreta:

: : Conjunto de pares ordenados | | a Parabola es el lugar
(x,y) del plano ZxZ que | geométrico de todos los
o L] satisfacen la ecuacion: puntos del plano discreto
° ° lx—h|+ly—kl=|y—c| ZxT. que equidistan de un
° ¢ _ punto fijo llamado foco y
Donde: una recta fija Ilamada
e . a(z) = (z,0): directriz
° ° Directriz de la parabola
o Donde c es una constante entera y
z €7

Figura 5. Modos de comprender La Parabola en la Geometria Discreta del Taxista.

La figura 5, describe los Modos de Pensar La Parabola en la métrica discreta, donde el
Modo SG—Pat es la representacion mental que el estudiante debe construir al momento
de darle significado a La Pardbola en el plano discreto. Cabe resaltar que esta
representacion geométrica es el resultado de realizar los cortes a la pirdmide con un
plano paralelo a su directriz, como bien lo presenta Laatsch (1982) en su articulo
Pyramidal Sections in Taxicab Geometry.

El Modo AA—PgT, permite representar y validar La Parabola desde las relaciones
numéricas usando un lenguaje algebraico, en este caso, el estudiante debera plantear y/o
verificar la ecuacion a partir de los pares ordenados en el sistema de coordenadas del
plano discreto, considerando para esto, el valor absoluto de las distancias.

Por ultimo, el Modo AE-Par, identifica La Parabola desde su propiedad como lugar
geométrico en el plano ZxZ, teniendo en cuenta que en éste no fue considerada la
nocion de recta como tal sino la secuencialidad de puntos que se encuentran ubicados en
una misma calle o carrera.

Sierpinska (2000) plantea que existe una comprension profunda del objeto matematico
cuando el estudiante es capaz de transitar de un Modo de Pensar a otro, para lo cual son
necesarios unos elementos articuladores entre ellos. En el desarrollo de esta
investigacion, se entenderd por elemento Articulador, a los conceptos o definiciones
matematicas que el estudiante necesita para transitar de un Modo de Pensamiento a otro
y que le facilita la comprension profunda del objeto matematico. (Pinto y Parraguez,
2015).



3.2.1 ARTICULADORES DE LA PARABOLA EN LA GEOMETRIA DEL TAXISTA

Para dar evidencia del transito entre los Modos de Pensamiento de La Parabola en la
Geometria Discreta del Taxista, se plantean como articuladores hipotéticos los
siguientes elementos (ver Figura 5):

Articulador 1. Distancia entre dos puntos en la Geometria del Taxista, el cual se
denominara asi: Art.ipistancia GT

Se define como la representacion grafica de la distancia mas corta entre dos puntos en el
plano cartesiano discreto ZxZ. (Ver figura 6).

Este articulador permite el transito del Modo AE-PcTt al Modo SG—Pet de manera
bidireccional, ya que podra comprobar graficamente la definicion de La Parabola como
lugar geométrico, asi como a partir de sus propiedades podra construir su representacion
en el plano.

/ Las lineas amarilla, azul y roja
tienen la misma longitud (12) en

/ la geometria del taxista, por su
/ parte la linea verde tiene una
longitud de 6 x vZ = 848 vy

/ representa la distancia Euclidiana.

Figura 6. Articulador 1. Distancia entre dos puntos en la Geometria Discreta del Taxista

Articulador 2. Formula para calcular la distancia en la Geometria del Taxista, que se
denominara asi: Art.2 Férmula DGT

En el cual, la distancia entre dos puntos (x;,y1) y (x,,y,) € ZxZ esta definida como:

d((x1’3’1), (xz,}’z)) =[xz —x1| + ly2 — w1l

Este articulador permite el transito del Modo AE-PcT al Modo AA-PcTt de manera
bidireccional, ya que, a partir de la definicion de lugar geométrico y el uso de la formula
de distancia, se construye la ecuacion candnica de La Parabola, de igual manera que a
partir de ésta se pueden identificar los elementos y propiedades del objeto matematico.

Articulador 3. Sistemas de coordenadas en la Geometria del Taxista: que se
denominara asi: Art.3 sis. coord. GT

Este corresponde a todos los puntos del plano discreto con (x,y) € ZxZ, donde x
representa las calles y y las carreras.

Este articulador permitird al estudiante asociar que, si un punto pertenece a la
representacion de La Parabola en el plano discreto Modo SG-Pct éste satisface la
ecuacion Modo AA-Pct y que, si al validar un punto éste satisface la ecuacion,
entonces pertenece a La Parabola.



Estos articuladores se resumen en el siguiente esquema (Ver Figura 7):

+

|
|
n

|

Art. 1pistancia GT Art. 3 55 Coord 6T
Distancia nntl:n dos purrtoi en Sistemas de coordenadas en
la Geometria del Taxista la Geometria del Taxista.

AE AA

d((.‘t’l._\'l ), (.\'z.}'_ﬁ_)) - |I2 - -‘-'1] + [,"'2 - .""ll

AL 2 Férmula DGT
Férmula para ealeular la distancia en la Geometria del Taxista

PGT

Figura 7. Articuladores hipotéticos que permiten comprender La Pardbola en la Geometria Discreta del Taxista.

La Figura 7, resume los articuladores (anteriormente descritos) en interaccion con los
Modos de Pensar La Parabola en la Geometria Discreta del Taxista, los cuales son
hipotéticos y que es preciso, en el transcurso del desarrollo de la investigacion validar,
refinar o refutar.

3.3 MODOS DE PENSAR LA PARABOLA EN LA GEOMETRIA ANALITICA.

La Geometria Analitica es una rama de las Matematicas que estudia la Geometria
Euclidiana desde otra perspectiva; asocia una curva con una ecuacion y utiliza el eje
cartesiano como referencia, por lo que, Gonzélez (2007) expone que:

Con la fusién del Anélisis Geométrico griego y la sintesis algebraica de Vieta, Fermat
y Descartes dan a luz la Geometria Analitica, una herramienta revolucionaria dotada
del potencial de la mecéanica algoritmica operatoria de célculo, propia de las
ecuaciones del Algebra, que reemplaza la rigidez de las ingeniosas construcciones
geométricas del Algebra Geométrica de los griegos por sistematicas operaciones
algebraicas que permiten mediante un proceso analitico-sintético de resolucion de
problemas, no solo reconstruir la Geometria clasica con mas claridad, flexibilidad,
operatividad y versatilidad, sino crear, ademas, una potente heuristica geométrica,
como poderoso instrumento de exploracion e investigacion. (p. 25)

A continuacion, se presentan los Modos de Pensamiento de La Pardbola en la
Geometria Analitica, que de acuerdo con los estandares de competencia del MEN, debe
estudiarse en el grado décimo de la educacion media colombiana.



Conjunto de pares ordenados
(x,y) que satisfacen la ecuacion: | La parabola es el lugar
geométrico de todos los

2 —_— —
(x—h)" =4p(y — k) puntos del plano que
Donde: equidistan de un punto
(h, K): Es la coordena fijo Ilamaqlp foco y una
recta fija llamada
del vertice de la parabola directriz.

p: Distancia del vertice

al foco

Figura 8. Modos de comprender La Parabola en la Geometria Analitica.

La figura 8, describe los Modos de Pensar La Parabola en la métrica continua, donde el
Modo SG—Pga es la representacion mental que el estudiante debe construir al momento
de darle significado a La Parabola reconociendo su continuidad en el plano cartesiano
RxR.

El Modo AA-Pca, permite representar y validar el objeto matematico desde las
relaciones numericas usando un lenguaje algebraico, es decir, el estudiante debera
plantear y/o verificar la ecuacion canonica de La Pardbola a partir de los pares
ordenados en el sistema de coordenadas cartesianas y el Modo AE-Pca, identifica La
Parabola desde su propiedad como lugar geométrico en el plano RxR.

3.3.1 ARTICULADORES DE LA PARABOLA EN LA GEOMETRIA ANALITICA

Los articuladores hipotéticos que daran evidencia del transito de un Modo de Pensar a
otro en esta métrica Euclidiana, son:
Articulador 1. Distancia euclidiana entre dos puntos, denominada asi: Art.1 pistancia Eu.

Se define como la distancia mas corta entre dos puntos medida en linea recta.

Este articulador es bidireccional ya que el estudiante puede medir la distancia entre
puntos en el plano y luego validar la definicion de lugar geométrico -Modo AE—Pga —,
o0 también a partir de ésta logra construir la curva en el Modo SG—Pca

Articulador 2. Férmula analitica para calcular la distancia euclidiana, denominada asi:
Art.2 Férmula D. Eu.

Un estudiante aplica este articulador al utilizar la expresion

d( (e, y1), (x2,¥2)) = /(2 — x1)% + (¥, — y,1)? partiendo del Modo AE-Pca y de
esta manera encontrar la ecuacion candnica de La Pardbola e interpretar sus
parametros.



Articulador 3. Sistema de coordenadas cartesianas, el cual se denominara Art.3sis.cc

Este corresponde a todos los puntos del plano con (x,y) € RxR y permitird al
estudiante asociar la representacion de La Parabola tanto en el Modo SG—Pca como en
el Modo AA-Pca, dado que, si un punto pertenece a la curva que la representa en el
plano, éste satisface la ecuacion y viceversa.

Estos articuladores se resumen en el siguiente esquema (Ver Figura 9):

SG

L

Ee
P\.‘/y EEE R ? 123456 =
I 4

Art 1, Distancio euclidiona Art 2. Sistema de

entre dos puntos. coordenadas cartesianas.

AE AA

‘r{(-‘f1-.5’1}-'[/"2-.3’2]} = "I(J-'z — 1)+ (v — m)?

Art 2. Formulo analitica para
calcular lo distancio euclidiana.

Figura 9. Articuladores hipotéticos que permiten comprender La Pardbola en La Geometria Analitica.

La Figura 9, describe los articuladores (explicados anteriormente) en interaccion con los
Modos de Pensar La Parabola en la Geometria Analitica, los cuales son hipotéticos y
sera preciso validar, refinar o refutar en el transcurso del desarrollo de la investigacion.

3.4 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Estudiar un objeto matematico desde la mirada de la teoria de Modos de Pensamiento,
es atil en cuanto le permite al estudiante interpretarlo de diferentes maneras
dependiendo de su construccidn cognitiva, es decir, cada individuo encuentra atil uno u
otro Modo de Pensar dependiendo de su propia formacion y de los objetivos que esté
buscando, de hecho se plantea que “estos Modos de Pensamiento es preferible
considerarlos como igualmente Utiles, cada uno es su propio contexto, para propdsitos
especificos y principalmente cuando estan interactuando” (Parraguez, 2012, p. 15)

La caracterizacion de los Modos de Pensamiento para La Parabola realizada en este
capitulo, permitird el disefio de Guias de aprendizaje que permitan a los estudiantes
construir las diferentes representaciones del objeto matematico y facilitar el transito
entre ellas.



CAPITULO 4

DISENO METODOLOGICO



El disefio metodoldgico da cuenta de la forma como se dara cumplimiento a los
objetivos especificos de la investigacion. Este disefio se desarrollard en cuatro etapas:
andlisis documental, disefio de guias y cuestionarios, implementacion y analisis de
datos. Esta Ultima etapa validara los articuladores hipotéticos planteados y los Modos de
Pensamiento que privilegian los estudiantes en la resolucion de problemas. Finalmente,
los resultados obtenidos del ciclo de investigacién permitiran la construccion de una
Unidad Didéactica que favorezca la ensefianza y aprendizaje de La Parabola desde un
enfoque de la teoria Modos de Pensamiento.

4.1 CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

La investigacién se enmarca en un contexto empirico experimental, en el cual la
informacion obtenida por medio de la experiencia y observacion es basada en la
evidencia, por lo tanto, permite: recolectar, organizar informacion, evaluar, analizar y
deducir conclusiones; es por ello que se adopta el enfoque cualitativo que tiene por
objetivo la comprension, centrando la indagacion en los hechos (Stake, 2010), que en el
ambito educativo no es otra cosa que las interrelaciones que se generan en los procesos
de ensefianza y aprendizaje, donde se espera una descripcion densa, una compresion
experiencial y multiples realidades (Stake, 2010).

La metodologia de la investigacion seré el estudio de caso, que segun Stake (2010)
facilita la comprension de una situacion compleja particular, en este caso, comprender
como un estudiante en su proceso de aprendizaje de La Paradbola logra transitar por los
diferentes Modos de Pensamiento.

La investigacion se desarrolla en la Institucion Educativa Las Nieves, ubicada en el
barrio Manrique Santa Inés de la comuna 3 en la zona nororiental de la ciudad de
Medellin, con estrato socioeconémico en los niveles 1y 2.

La institucién tiene modalidad académica y técnica en desarrollo de software para los
nieles de educacidén media (grados 10° y 11°), lo cual exige una formacion mas rigurosa
en términos de competencias en el area de Matematicas desde los grados anteriores. Sin
embargo los estudiantes no evidencian el dominio necesario de los conocimientos del
area esto se reflejo en los resultados de las Pruebas Saber del afio 2016 donde el 75% de
los estudiantes presentaron mayor dificultad en las competencias comunicativa y
resolucion de problemas, evidenciando la necesidad de transversalizar los componentes
numérico-variacional y espacial-métrico para favorecer el transito entre ellos, por lo
cual se considera que la teoria de modos de pensamiento ayudard a obtener una
comprensién profunda de los objetos matematicos.

4.2 PARTICIPANTES

Stake (2010) sugiere que el estudio de caso no es de tipo muestral y que la
conformacién debe estar pensada para obtener la mayor rentabilidad del estudio, en
donde las unidades de analisis sean faciles de abordar y que las indagaciones sean bien
acogidas.

Por lo tanto, para el desarrollo del trabajo de investigacion, se elige un caso conformado
por 15 estudiantes de grado décimo con los mejores desempefios en el area de



Matematicas para evidenciar como en su proceso de aprendizaje de La Parabola, logran
transitar por los diferentes Modos de Pensamiento.

Para la identificacion de los participantes se usé un codigo alfanumérico en donde la
letra E corresponde a los estudiantes del grado Décimo. Los nimeros 1, 2, 3, 4, ..., 10,
corresponden a cada uno de los participantes.

Caso de estudio: 15 estudiantes del grado 10°, cuyas edades oscilan entre 15 y 18 afos.
Llamaremos E1, E2, E3, ..., E10 a los estudiantes de este caso.

4.3 ETAPAS DE LA INVESTIGACION.

El trabajo de investigacion se desarrollara en cuatro etapas como se muestra en el
siguiente esquema y se describe a continuacion:

* ANTECEDENTES ( *GUIAS DE APRENDIZAJE
* ASPECTOS * CUESTIONARIOS

HISTORICOS
EPISTEMOLOGICOS.
«MARCO TEORICO

ETAPA 1 ETAPA 2
Revisidn Disefio y

Documental Analisis A
priori

ETAPA 4
Analisis A
) posteriori )
« ANALISIS DE «IMPLEMENTACION DE LAS
RESULTADOS GUIAS DE APRENDIZAJE
«VALIDACION

* CUESTIONARIOS

*ENTREVISTA
SEMIESTRUCTURADA

Figura 10. Etapas de la Investigacion

4.3.1 ETAPA 1. REVISION DOCUMENTAL.

Esta primera etapa de la investigacion consolida dos elementos importantes: el primero,
un estado del arte que da cuenta de las investigaciones que se han hecho alrededor del
objeto matematico La Parabola desde otras posturas tedricas, asi como los aportes
conceptuales y metodoldgicos que se encuentran en éstas y que pueden servir de soporte
al trabajo actual.

El segundo elemento corresponde a la revision de aspectos histéricos y epistemoldgicos
de La Parabola, permitiendo una mejor comprension de las construcciones conceptuales
que se hicieron a lo largo de la historia de las Matemaéticas, a fin de entender los
obstaculos epistemoldgicos que existieron alrededor de dicho objeto y que de una u otra
forma pueden tener incidencia en su ensefianza y aprendizaje, asi como en su
comprensién profunda.



Esta primera etapa se desarrolla en los capitulos 1, 2 y 3, dando como resultado la
caracterizacion de los Modos de Pensamiento de La Pardbola, respondiendo asi al
primer objetivo especifico de la investigacion.

4.3.2 ETAPA 2. DISENO Y ANALISIS A PRIORI.

En esta etapa de la investigacion, se realiza el disefio de las Guias de Aprendizaje para
los estudiantes del grado 10° una para cada métrica y teniendo como referencia el marco
tedrico Modos de Pensamiento; cada Guia tiene una descripcion e intencionalidad y una
secuencia de actividades que se mostrara de manera detallada en el capitulo 5. La
finalidad de las Guias es que el estudiante pueda comprender el concepto de La
Parabola a partir de la interaccién con diferentes recursos.

De igual manera, en el capitulo 6, se hara el disefio y analisis a priori de dos
cuestionarios, uno en la Geometria del Taxista y otro en la Geometria Analitica,
estableciendo las posibles respuestas y clasificAndolas de acuerdo con los Modos de
Pensamiento y a los articuladores que los estudiantes privilegian en cada una de las
preguntas, estableciendo asi las categorias de analisis.

Esta etapa tiene correspondencia con el disefio e implementacion de actividades de aula
y Unidad Didactica propuestas en los objetivos especificos 2 y 3 de la investigacion.

4.3.2.1. GUIA DE APRENDIZAJE

También conocida como “Guia de trabajo autobnomo” es considerada como un recurso
didactico que promueve en los estudiantes un proceso de aprendizaje mas reflexivo. Se
define como el “planteamiento cuidadoso y metodico del trabajo del alumno, con todas
las referencias, fuentes y materiales necesarios para que aprenda por si mismo”
(Camacho, 2007 citado en Romero y Crisol, 2012), es decir, la Guia de Aprendizaje
comprende un conjunto de actividades que llevan al estudiante a generar conocimiento
de forma autonoma, lo cual le permite descubrir nuevas ideas alrededor de un concepto.

Esta autonomia que el estudiante logra en su proceso de aprendizaje por medio de la
guia no significa que el docente no sea necesario en esa construccion cognitiva, por el
contrario, “la guia hace cambiar el rol del docente dando lugar a relaciones mas
horizontales en donde los estudiantes desempefian un papel activo y el docente asume el
rol de orientador. Hay interaccion permanente.” (Equipo Pedagdgico CAFAM, 2008, p.
2). Para el caso de la investigacion, las Guias constituyen una herramienta esencial para
la intervencién en el aula, dado que debe acercarse a los estudiantes al concepto de
Pardbola desde ambas métricas para lograr una mayor comprension.

4.3.2.2 EL CUESTIONARIO

Se define como “la herramienta que permite al cientifico social plantear un conjunto de
preguntas para recoger informacion estructurada sobre una muestra de personas”
(Meneses y Rodriguez, 2016, p. 24).

Si bien el cuestionario es un instrumento estandarizado, propio de algunas
investigaciones de tipo cuantitativo en particular las que adoptan la metodologia de
encuestas, Meneses y Rodriguez (2016) proponen que puede ser una técnica en el
desarrollo de trabajos de campo que requieran recoleccion de datos de manera



sistematica y estructurada a partir de un adecuado planteamiento y analisis de preguntas,
mas 0 menos organizadas, conforme a los objetivos de la investigacion.

“El objetivo del cuestionario es traducir las variables de la investigacion en preguntas
concretas que nos proporcionen informacion viable o susceptible de ser cuantificada”
(Aparicio, 2008, p. 4). Para el caso del presente trabajo investigativo, los cuestionarios
proporcionaran elementos de analisis sobre la comprension profunda de La pardbola
que los estudiantes participantes lograron a partir del desarrollo de las Guias de
Aprendizaje, ademas de mostrar cual Modo de Pensamiento prevalece en ellos o como
transitan entre uno y otro, por medio de los articuladores.

4.3.3 ETAPA 3. INTERVENCION Y APLICACION DE INSTRUMENTOS.

La intervencion se hara con los estudiantes de grado décimo, utilizando como
herramienta las Guias de Aprendizaje disefiadas en la etapa anterior. Esta intervencion
se haréa durante las clases regulares en cinco sesiones de 2 horas.

Una vez finalizada la intervencion con el desarrollo de las Guias de Aprendizaje, se
aplicaran los cuestionarios de manera individual a los estudiantes participantes del caso
de estudio, en una sesion de dos horas con el acompafiamiento de todos los
investigadores.

Luego de hacer una primera revision y clasificacién de las respuestas dadas por los
estudiantes en los cuestionarios, se aplica la entrevista semiestructurada, sélo en caso de
tener que profundizar en elementos que no son explicitos en dichas respuestas. La
duracion de la entrevista se proyecta aproximadamente de quince minutos maximo por
cada estudiante seleccionado. Lo anterior se resume en la siguiente tabla:

INTERVENCION EN INSTRUMENTOS

ELAULA

Guia de aprendizaje 1
Geometria del Taxista

Tres sesiones
de 2 horas cada una

Cuestionario 1
Geometria del
Taxista
Una sesion de una
hora

Guia de aprendizaje 2
Geometria Analitica

Cuatro sesiones
de 2 horas cada una

Cuestionario 2
Geometria
Analitica
Una sesion de una
hora

ENTREVISTA
SEMIESTRUCTURADA
Sélo en caso de tener que profundizar
en las respuestas de los cuestionarios.

4.3.4 ETAPA 4. ANALISIS A POSTERIORI.

Esta etapa se desarrolla mediante una triangulacion entre el marco teorico, el analisis a
priori de los cuestionarios y la informacion obtenida en las entrevistas
semiestructuradas, que permitira encontrar elementos que indagan en los siguientes
aspectos:



v Los Modos que priorizan los estudiantes al responder a las preguntas planteadas
en el cuestionario.

v’ Los articuladores que usan los estudiantes para transitar de un Modo a otro, bien
sea los hipotéticos definidos en el marco tedrico u otros que no fueron
considerados.

v’ Las dificultades que tuvieron los estudiantes al transitar entre los modos de
pensamiento y las posibles causas de ello.

Estos aspectos se analizaran a partir de las respuestas dadas por los estudiantes, que
seran clasificadas segun las categorias definidas en el analisis a priori, para validar con
esto la comprension profunda de La Parabola por parte de los estudiantes participantes.

Los resultados de este analisis podran verse detalladamente en el capitulo 6 y de esta
manera se podréan validar las actividades que se propondrén para la Unidad Didactica.
(Ver anexo 2).

4.4 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El disefio metodoldgico aqui presentado no sélo da cuenta de las caracteristicas de la
investigacion sino también de la organizacion de las diferentes etapas en que se va
desarrollando, teniendo como referencia siempre los planteamientos desde la teoria
Modos de Pensamiento para dar cumplimiento a los objetivos y a la pregunta de
investigacion frente a la ensefianza y aprendizaje de La Parabola.



CAPITULO 5

ANALISIS DE DATOS



En este capitulo se desarrollara la etapa de construccion de los cuestionarios que seran
aplicados a los estudiantes. Cada cuestionario tiene la intencion de evaluar la
compresion profunda de La Parébola, tanto en la Geometria del Taxista como en la
Geometria Analitica. Cabe resaltar que antes de presentar los cuestionarios, los
estudiantes desarrollaron las Guias de Aprendizaje, que fueron disefiadas bajo la teoria
Modos de Pensamiento. (Ver anexo 1).

Cada pregunta del cuestionario presenta un analisis a priori bajo la teoria Modos de
Pensamiento de las posibles respuestas que daran los estudiantes. Posterior a la
aplicacion de los cuestionarios, las respuestas de los estudiantes seran categorizadas
segun los articuladores y Modos de Pensar que éstos movilizaron, lo que permitira la
construccion del andlisis a posteriori, el cual servird de insumo para obtener las
conclusiones de la investigacion y también, validar las actividades de la Unidad
Didactica.

5.1 ANALISIS A PRIORI

5.1.1 CUESTIONARIO I. GEOMETRIA DEL TAXISTA

OBJETIVO: Identificar cual de las figuras cumple con la definicién de La Parabola
en la Geometria del Taxista.

PREGUNTA 1. ;Cual de las siguientes figuras corresponde a una Parabola en la
Geometria del Taxista?

7 Directriz

Directriz

=N W B @
BN W s o

FIGURA 3

MODOS Y

POSIBLES RESPUESTAS ARTICULADORES

El estudiante puede utilizar la definicion de Parabola AE-Pct
verificando las distancias entre un punto y el foco o un punto Art.1pistancia GT




y la directriz. Concluye que sélo la figura 3 corresponde a
una Parabola.

OBJETIVO: Identificar las ecuaciones que describen La Pardbola en la Geometria
del Taxista.

PREGUNTA 2. Determina cudl o cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a
una Parabola.

A |[x—2|+|y—-3|=5
B. [x—2[+[y—1]=]y—5|
C. |x=3|+]ly-3l=|x-1|

Explica tu respuesta.

MODOS Y

POSIBLES RESPUESTAS ARTICULADORES

Puede dar argumentos de acuerdo con la forma de la
ecuacion, es decir:

Concluye que el literal a no tienen la forma:

Ix —h| +|y—k|l = |y —c| y que los literal b y ¢ cumplen AA-Pct

esta condicion por lo tanto representan una Paradbola en el

plano discreto.

El estudiante forma parejas ordenadas a partir de asignarle

valores a la variable x, ubica los puntos en el plano discreto SG_p
—FGT

para determinar la figura. Concluyendo que son Parabolas

. L . Art.ssis. .
las expresiones matematicas de los literales b y c. 3 Sis. Coord. GT

OBJETIVO: Identificar si un punto del plano pertenece a La Parabola.

PREGUNTA 3. Se tiene una Parabola cuyo foco se ubica en el punto (3, 4), y su
directriz pasa por x = 1 modelada por la ecuacion:

lx =3[+ |y — 4l = |x -1

Determina si el punto (5, 6) pertenece a La Parabola dada.

MODOS Y

POSIBLES RESPUESTAS ARTICULADORES

El estudiante reemplaza en la ecuacion los valores
x =5,y =6 de acuerdo con las coordenadas del punto y
obtiene la siguiente expresion:

I5—3]+|6—4|=|5-1] AA-Per




2] +12] = [4]
2+2=4
4=14

Como se obtiene una igualdad, se concluye que el punto
(5,6) satisface la ecuacién y por lo tanto, pertenece a La
Parabola.

Art.3 sis. Coord. GT

El estudiante ubica en el plano discreto los elementos dados
y comprueba la definicion de lugar geométrico de la
Parabola a partir de las distancias entre el punto y el foco y
el punto y la directriz, como se muestra a continuacion:

7 Directriz

4 unidades

6

4 unidades

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Concluye que el punto pertenece a La Parabola, pues las
unidades de las distancias son iguales.

AE—PcT

Art.1pistancia GT

El estudiante completa La Parabola en el plano discreto y
compara si el punto (5, 6) pertenece 0 no, COMo se muestra a
continuacion:

7 Directriz

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Desde la figura completa el estudiante concluye que el punto
dado si pertenece a La Parabola.

SG—PcTt

Art.3 sis. Coord. GT

OBJETIVO: Construir la ecuacion de La Parabola a partir de su representacién en el

plano discreto.

PREGUNTA 4. Determine la ecuacién de La Pardbola representada en el siguiente




plano:

1 2 3 4 5 6 7 8

Explique detalladamente el procedimiento que ha realizado.

9

POSIBLES RESPUESTAS

MODOS Y
ARTICULADORES

El estudiante utiliza la definicion de lugar
geomeétrico y la aplica de la siguiente manera:

Puntos del plano (x,y) € Z
Coordenada del foco (4, 3)
Directrizy =1

lx —hl+ly—kl= ly—cl

Sustituyendo en la expresion:

lx —4[ + 1y =3[ = |y — 1]

AA-PcT

Art.2 FormulaDGT

OBJETIVO: Construir La Pardbola en el plano discreto a partir de una ecuacion

dada.

PREGUNTA 5. Dibuje la parabola modelada por la ecuacion

|x —4] + |y — 3] = [x — 2|

POSIBLES RESPUESTAS

MODOS Y
ARTICULADORES

El estudiante determina las coordenadas del foco y la
directriz a partir de la ecuacién tabla de valores y
completa La Pardbola en el plano discreto utilizando la
definicion de lugar geométrico, como se muestra a
continuacion:

SG—PcT
Art.1pistancia GT

AE—PcT
Art.3sis. Coord. GT




Directriz

6
5 > 4 L \ 4 L
i |
Foco
3 L J L

5.1.2 ANALISIS A PRIORI CUESTIONARIO Il. GEOMETRIA ANALITICA.

OBJETIVO: Identificar las ecuaciones que describen La Parébola.

PREGUNTA 1. A continuacidn se presentan ecuaciones de curvas en R X R.

a. x2+ y2=1
b. x2+y=1
C. x2—4x—4y+16=0

Explica cudl o cuéles de ellas corresponden a una Parabola, y cémo llegas a la
respuesta.

MODOS Y

POSIBLES RESPUESTAS ARTICULADORES

Puede dar argumentos de acuerdo con la forma de la
ecuacion, es decir:

Concluye que el literal a no tienen la forma: y = ax? +

. S AA-P
bx + c y que los literal b y ¢ cumplen esta condicion por lo oA
tanto representan una Parabola en el plano cartesiano.

El estudiante lleva las expresiones de cada literal a una

escritura de la ecuacion canonica de la Parabola,

(x — h)? = 4p(y — k) y determina:

(x —0)2=(y—o0)>+1; Diferente de la ecuacion

canénica, por lo tanto, no representa una Parabola. AA-Pca

(x —0)2 =—(y+1); Tiene la forma de la ecuacion
canonica de La Parabola, por lo tanto, representa una
Parabola.

(x —2)2 =4(y—3); Tiene la forma de la ecuacion




canonica de La Parabola, por lo tanto, representa una
Parabola.

El estudiante forma parejas ordenadas a partir de asignarle
valores a la variable x y une los puntos de la curva para SG-Pea
determinar la figura. Concluyendo que son Parabolas las
expresiones matematicas de los literales b y c.

Art.3sis.cc

OBJETIVO: Construir la ecuacion de La Parabola a partir de su representacion en el
plano cartesiano.

PREGUNTA 2. Determine la ecuacién de La Pardbola representada en el siguiente
plano:

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

DIRECTRIZ

Explique detalladamente el procedimiento que ha realizado.

MODOS Y

POSIBLES RESPUESTAS ARTICULADORES

El estudiante se refiere a la definicion de lugar geométrico y
la aplica de la siguiente manera:

Puntos del plano (x,y) € R
Coordenada del foco (0,1)
Directrizy = —1 AE-Pea

Art.2 Férmula D. Eu.

Va=02+ @y -12=y— (-1
x—-02+@-1)2= (+1)7°
Resolviendo el producto notable tenemos:

x2+y?2—-2y+1=y24+2y+1




Simplificando:

x? =4y
xz_
4 y

El estudiante se ubica en la ecuacién canbnica de La
Pardbola y remplaza el parametro p y las coordenadas del
vértice de la siguiente manera:

Ecuacion candnica de La Parabola:
(x —h)? = 4p(y — k)
Donde:

Puntos del plano (x,y) € R
Coordenadas del vértice (0,0)
Parametrop = 1

Reemplazando en la ecuacion canonica se obtiene:

(x—0)?=4(@-0)

Resolviendo:

AA-Pca

Art.3sis.cc

OBJETIVO: Identificar si un punto del plano pertenece a La Parabola.

PREGUNTA 3: Dada una Paradbola con vértice en el origen y coordenadas del foco

2
(0,2) modelada por la ecuacion y = % Determine si el punto (8,8) pertenece a La

Parabola. Justifique su respuesta

POSIBLES RESPUESTAS

MODOS Y
ARTICULADORES

El estudiante reemplaza en la ecuacion el valor de x =8 y
obtiene la siguiente expresion:

g2
V=%

_ 64
Y=g
y =28

Como el valor de la expresion coincide con el valor de

AA-PcT

Art.3sis. cc




ordenada se concluye que el punto (8,8) pertenece a La
Parabola.

El estudiante ubica en el plano cartesiano los elementos dados
y comprueba con una regla la definicion de lugar geométrico
de la Parabola: Concluyendo que el punto pertenece a dicha
curva, como se muestra a continuacion:

1 Punto:(8,00; 8,00)
Distancia: 10,00 cm

Distancia: 10,00 cm
Foco:(0,00; 2,00)

Vértice:(0,00; 0,00)

AE—Pca

Art.1 Distancia Eu.

El estudiante dibuja La Pardbola en el software Cabri
Géometre 11 Plus o en su cuaderno con las condiciones dadas y
compara si el punto (8,8) pertence a la Pardbola, como se
muestra a continuacion:

Punto:(8,00; 8,00)

Como el punto es parte de La Parabola, entonces, si pertenece.

SG—Pca

Art.3sis. cc

OBJETIVO: Construir la curva de La Parabola en el plano cartesiano a partir de una

ecuacion dada.

PREGUNTA 4: Dibuje la parabola modelada por la ecuaciony = (x — 1)2 + 1

POSIBLES RESPUESTAS

MODOS Y

ARTICULADORES

El estudiante construye una tabla de valores y dibuja La
Parébola en el plano, como se muestra a continuacion:

AA-Pca

Art.3sis.cc




El estudiante reescribe la expresion matematica para
interpretar los parametros en su forma canénica, es decir:

y=(x—-12+1
x-1D*=@-1
Donde:

Puntos del plano (x,y) € R

Coordenadas del vértice (1,1)
1

Parametro p = "

Con esta informacion el estudiante a partir del método de la
mediatriz, la definicion de lugar geométrico y con la ayuda
de un software de geometria dindmica dibuja La Parabola.

AE—Pca

Art.1 Distancia Eu.

OBJETIVO: Determinar el lado recto de una Parabola a partir de su ecuacion.

2

PREGUNTA 5. Halle el lado recto de la paradbola y = %

POSIBLES RESPUESTAS

MODOS Y
ARTICULADORES

El estudiante reescribe la expresion matematica para

interpretar los parametros en su forma candnica, es decir:

AA-Pca




x2

y:E
12y = x?
(x—0)2=12(y - 0)

Donde el lado recto es igual a 4p = 12 unidades

El estudiante grafica La Pardbola usando el software Cabri
Géometre Il Plus, determina el foco y mide el lado recto
COmMo Se muestra a continuacion:

SG—Pca

Art.1 pistancia Eu.

Lado Recto:12 cm

5.2 ANALISIS A POSTERIORI

El anélisis de los resultados se hizo por pregunta, retomando los planteamientos del
analisis a priori de cada una, segn los Modos de Pensar y los articuladores que estaban
presentes, primero con el cuestionario 1 de la Geometria del Taxista y luego, con el
cuestionario 2 de la Geometria Analitica.

Para el analisis a posteriori se tuvo en cuenta los siguientes aspectos:

v Los Modos que priorizan los estudiantes al responder a las preguntas planteadas
en el cuestionario.

v’ Los articuladores que usan los estudiantes para transitar de un Modo a otro, bien
sea los hipotéticos definidos en el marco tedrico u otros que no fueron
considerados.

v’ Las dificultades que tuvieron los estudiantes al transitar entre los Modos de
Pensamiento y las posibles causas de ello.

Inicialmente se analiza cudles estudiantes respondieron favorablemente y cuéles no a
cada una de las preguntas a la luz del anélisis a priori. Posteriormente, se agrupan las
respuestas que coinciden en la forma de argumentacion, bien sea descriptiva 0
procedimental, de acuerdo con los Modos de Pensamiento o los articuladores
hipotéticos. Se seleccionan algunos ejemplos de las respuestas de los estudiantes como
evidencia y a éstas se hace una descripcion de los hallazgos.




5.2.1 ANALISIS A POSTERIORI CUESTIONARIO 1 GEOMETRIA DEL TAXISTA

PREGUNTA 1. ;{Cuél de las siguientes figuras corresponde a una Parabola en la
Geometria del Taxista?

7 Directriz

Directriz

R e B S S S B

[ L I . )
BN W & N o

De acuerdo con el analisis a priori, la pregunta 1 esta planteada en el Modo SG—-Pgt de
la Geometria del Taxista y pretende un transito hacia el Modo AE-PcT a través del
articulador Art.ipistancia GT. Sin embargo, algunos estudiantes dieron cuenta de que se
podia argumentar utilizando los demas articuladores —Art.2 Férmula bGT Y Art.3 sis. Coord. GT
— mostrando asi un transito por los tres Modos de Pensar La Parabola.

Se observo que 14 de los 15 estudiantes logran alcanzar el objetivo de identificar
correctamente cudles de las figuras dadas cumplen con la definicién de La Parabola en
la Geometria del Taxista; 9 de éstos validan su respuesta por medio del articulador
Art.ipistancia T. LOS otros 5, utilizan adicionalmente, los articuladores Art.2 Férmula bGT Y
Art.3 sis. coord. GT para argumentar sus respuestas evidenciando asi un transito por los tres
Modos de Pensamiento. Finalmente todos ellos concluyen que sélo la figura 3
corresponde a una Parabola.

A continuacion, se muestran algunas evidencias de las respuestas de los estudiantes y
los casos particulares:

Las respuestas de los estudiantes E2, E3, E5 y E8 muestran el uso del Art.1ipistancia 6T, €l
cual les permite realizar el transito entre los Modos SG-Pet y AE-PGT pues sus
descripciones evidencian conteos de la distancia en cuadras desde los puntos dados
hacia el Foco y la Directriz, con lo cual comprueban la definicion de La Parabola en la
Geometria del Taxista. (Ver figuras 11y 12)



Figura 11. Respuesta del estudiante E2
Pregunta N°1 Geometria del Taxista

Figura 12. Respuesta del estudiante E8
Preaunta N°1 Geometria del Taxista

Los estudiantes E3 y E5, ademas de hacer la descripcién donde evidencian conteos de la
distancia en cuadras, sefialan puntos de la grafica al realizar la verificacion de las
distancias. (Ver figuras 13y 14).



Figura 13. Respuesta del estudiante E3
Pregunta N°1 Geometria del Taxista

Figura 14. Respuesta del estudiante E5
Pregunta N°1 Geometria del Taxista

Los estudiantes E9 (Figura 15), E10 (Figura 16) y E11 (Figura 17), muestran en la
descripcién que realizan el transito entre todos los Modos AA—PgTt, SG-Pety AA-PceT
de la Parabola en la Geometria del Taxista, al utilizar la definicion de Parabola, verificar



las distancias entre un punto y el Foco o un punto y la Directriz dando cuenta del Art.>
Fermula DGT, que no fue considerado como argumento en el analisis a priori.

Figura 15. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°1 Geometria del Taxista

Es de aclarar que la justificacion que da el estudiante para la respuesta del literal c) no
da claridad del razonamiento que realizo, pues teniendo en cuenta las validaciones que
venia haciendo en los otros dos numerales, sélo verifica un punto y desde alli concluye.
Por tal razon, al entrevistarle el estudiante justifica: “cogi algin otro punto de la figura
y conté la distancia de ese punto al Foco y de ese Punto a la Directriz y como la
distancia era la misma se deduce que pertenece a La Pardbola”

Al indagarle por los demé&s puntos, en relacion al punto de comprobacion (2,3),
argumenta que “los que estaban al frente estan a la misma distancia como en un ancho
del Foco [...] los puntos son semejantes, se unen unos con otros” dando cuenta con esto
de un elemento relevante en el estudio de La Parabola, la simetria.



Figura 16. Respuesta del estudiante E10
Pregunta N°1 Geometria del Taxista

Figura 17. Respuesta del estudiante E11
Pregunta N°1 Geometria del Taxista



PREGUNTA 2.
Determina cual o cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a una Parabola.

A [x—2|+|y-3|=5
B. [x—2|+|y—1|=]y—5|
C. |x=3|+|y—-3|=[x—-1]

Explica tu respuesta.

De acuerdo con el analisis a priori, esta pregunta estaba planteada en el Modo AA-PcT
y tenia por objetivo identificar las ecuaciones que describen La Pardbola en la
Geometria del Taxista. Se encontr6 que 12 de los 15 estudiantes participantes
evidencian el reconocimiento de los componentes de la ecuacién, validando el Modo
AA-PcT. Sin embargo, solo el estudiante E10, logra hacer una explicacion desde el
Modo SG-Pgt utilizando el articulador Art.s sis. coord. GT. Tres estudiantes no logran
validar el articulador, pues sus respuestas no tienen claridad o relacion con la pretension
de la pregunta.

Algunas evidencias de las respuestas corresponden a los estudiantes E5, E9, E11, E12 y
E13, que utilizaron en sus descripciones elementos de la ecuacion de La Parabola en la
Geometria del Taxista tales como ubicacion del Foco y la Directriz, haciendo énfasis en
esta Ultima, pues es la que permite justificar por qué la ecuacién del numeral a) no
corresponde a una Parabola.

Los estudiantes E5 (Figura 18), E11 (Figura 19), y E12 (Figura 20), resaltan la
importancia de conocer si la directriz se ubica en X 0 en Y; utilizan este argumento para
justificar que la ecuacidn a) no corresponde, pues 5 es un valor constante que no permite
establecer la distancia con respecto a la directriz.

Figura 18. Respuesta del estudiante E5
Pregunta N°2 Geometria del Taxista



Figura 19. Respuesta del estudiante E11
Pregunta N°2 Geometria del Taxista

Figura 20. Respuesta del estudiante E12
Pregunta N°2 Geometria del Taxista

Los estudiantes E9 (Figura 21) y E13 (Figura 22) no hacen descripcion de los
componentes de la ecuacion, pero reconocen Yy utilizan en ésta, elementos propios de la
Geometria del Taxista tales como “calles” y “carreras”.

Figura 21. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°2 Geometria del Taxista

Figura 22. Respuesta del estudiante E13
Pregunta N°2 Geometria del Taxista



En el caso del estudiante E10 (Figura 23), la sustentacion se dio desde el Modo SG-
P, graficando ecuaciones de los numerales b) y c), concluyendo que si corresponden a
una Parabola, validando asi el articulador Art.s sis. coord. GT. Sin embargo, no aparecen
argumentos que justifiquen por qué la ecuacion del numeral a), no corresponde.

Al entrevistarle, ¢l estudiante justifica “’yo descarté la respuesta a) porque esa no tenia
en el resultado, no tenia la letra dice la direccién de la Directriz y por eso no se podria
saber la distancia del punto a la Directriz”

Figura 23. Respuesta del estudiante E10
Pregunta N°2 Geometria del Taxista

PREGUNTA 3. Se tiene una Parébola cuyo foco se ubica en el punto (3, 4), y su
directriz pasa por x = 1 modelada por la ecuacion:

lx—3|+|y—4l= |[x—1]
Determina si el punto (5, 6) pertenece a La Parébola dada.

Esta pregunta estd planteada en el Modo AA-PcT Yy tenia como intencion identificar si
un punto del plano pertenece o no a La Parébola, 14 de los 15 estudiantes respondieron
de manera correcta de los cuales 12 dieron respuesta a partir del Modo AA-PcTt
utilizando el articulador Art.s sis. coord. 6. Sustituyen el punto dado en la ecuacion de La
Parabola en la Geometria del Taxista validando que la igualdad se cumpliera, como lo
evidencia el estudiante E11. (Figura 24)



Figura 24. Respuesta del estudiante E11
Pregunta N°3 Geometria del Taxista

Por otra parte, los estudiantes E7 y E8 (Figura 25), ratifican su respuesta ubicando en el
plano discreto el punto dado, el Foco, la Directriz y definiendo La Pardbola como lugar
geométrico, es decir, concluyen desde el Modo AE-Pgt utilizando el articulador
Art.1Distancia GT.

Figura 25. Respuesta del estudiante E8
Pregunta N°3 Geometria del Taxista

Finalmente, el estudiante E1 (Figuras 26 y 27), valida la respuesta desde el Modo
SG-Part inicialmente cuando hace la representacion de los elementos de La Parabola en
el plano a partir de la ecuacion, sin embargo, no logra dar con la respuesta dado que
ubica de manera incorrecta la directriz y lo lleva a conclusiones erréneas. Luego trata de
validar la respuesta verificando el punto dado en la ecuacion, pero presenta errores de
calculo.

Se concluye que el estudiante muestra una intencionalidad de transitar por los tres
Modos al utilizar los articuladores Art.s sis. coord. 6T Y Art.ipistancia 6T Y al tener clara la
definicion de Par&bola desde el concepto de distancia. Sin embargo, presenta falencia en
la representacion de La Parabola en el plano, es decir, hay una dificultad con el Modo
SG—Pct de la Geometria del Taxista.



Figura 27. Respuesta del estudiante E1
Pregunta N°3 Geometria del Taxista

Figura 26. Respuesta del estudiante E1
Pregunta N°3 Geometria del Taxista

PREGUNTA 4. Determine la ecuacion de La Parabola representada en el siguiente
plano:

Foco

Directriz

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Explique detalladamente el procedimiento que ha realizado.

Segun el andlisis a priori, esta pregunta se ubica en el Modo SG-PaT Y tenia el objetivo
de construir la ecuacion de La Parabola a partir de su representacion en el plano
discreto. Se encontré que 12 de los 15 estudiantes lograron responder de manera



acertada utilizando el articulador Art.2 Fermula DT para encontrar la distancia en calles y
carreras de los puntos del plano al Foco y para encontrar la distancia en carreras de los
puntos del plano a la Directriz y asi construir la ecuacion de la Parabola en la Geometria
del Taxista, es decir, transitar del Modo SG—PcTt al Modo AA—PcT como se muestra en
las figuras 28, 29 y 30.

Figura 28. Respuesta del estudiante E5.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Figura 29. Respuesta del estudiante E10.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Figura 30. Respuesta del estudiante E13.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Por otra parte, los estudiantes E8 (Figura 31), E9 (Figura 32) y E14 (Figura 33), ademas
del procedimiento anterior validaron la ecuacion de La Parabola tomando un punto del
plano y verificando que la ecuacion se cumpla utilizando asi el articulador
Art.3sis. coord. GT



Figura 31. Respuesta del estudiante E8.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Figura 32. Respuesta del estudiante E9.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Figura 33. Respuesta del estudiante E14.
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

Finalmente, los tres estudiantes que no dieron la respuesta correcta llegaron a la
expresion |x — 4|+ |y —3| = |x —1| , en donde equivocaron la distancia de los
puntos del plano a la directriz. (Ver figura 34)



Figura 34. Respuesta del estudiante E15
Pregunta N°4 Geometria del Taxista

PREGUNTAS.
Dibuje la parabola modelada por la ecuacién
lx—4[+ [y - 3| = |x—2]

Esta pregunta, ubicada en el Modo AA-PgT, tenia por objetivo construir La Parabola en
el plano discreto a partir de una ecuacion dada. Se encontr6 que 14 de los 15 estudiantes
realizaron la grafica correctamente validando los articuladores Art.ipistancia 6T Y Art.3 sis.
coord. GT que corresponden a un transito hacia los Modos AE-P y SG-Par. (Ver figuras
35y 36)

Figura 36. Respuesta del estudiante E11 Figura 35. Respuesta del estudiante E4
Pregunta N°5 Geometria del Taxista Pregunta N°5 Geometria del Taxista

El estudiante E9 (Figura 37) ademés de hacer la grafica, identifica en ella el Foco, el
veértice y la Directriz

Figura 37. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°5 Geometria del Taxista



Los estudiantes E12 (Figura 38) y E15 (Figura 39), ademas de hacer la gréfica,
verificaron un punto de La Parabola en la ecuacion dada, garantizando las distancias
hacia el Foco y la Directriz. Con esto se valida tambiéen el articulador Art.2 Férmula DGT
que permite el transito hacia el Modo AE-Pcr.

Figura 38. Respuesta del estudiante E12
Pregunta N°5 Geometria del Taxista

Figura 39. Respuesta del estudiante E15
Pregunta N°5 Geometria del Taxista

El estudiante E1 (Figura 40), a pesar de ubicar la directriz en el plano, no logra construir
correctamente La Parédbola, pues el resto de los puntos, incluido el foco, no son
equidistantes.

El estudiante E7 (Figura 41) no responde correctamente. No utiliza el plano discreto y
ninguno de los elementos de La Parabola coincide en lo minimo con la ecuacion
planteada. Por lo cual se concluye que no tiene dominio de representacion en el plano de
la Geometria del Taxista.



Figura 40. Respuesta del estudiante E1 . Figura 41. Respuesta del estudiante E7
Pregunta N°5 Geometria del Taxista Pregunta N°5 Geometria del Taxista

5.2.2 ANALISIS A POSTERIORI CUESTIONARIO Il GEOMETRIA ANALITICA.

PREGUNTA 1. A continuacion se presentan ecuaciones de curvasen R x R.

a. x>+ 9y2=1
b. x*+y=1
C. x*—4x—-4y+16=0

Explica cual o cuéles de ellas corresponden a una Parabola, y como llegas a la
respuesta.

Esta pregunta se sitia en el Modo AA-Pca, cuyo objetivo era identificar desde un
lenguaje algebraico las ecuaciones que describen la curva de La Pardbola en la
Geometria Analitica. Se encontré que 13 de los 15 estudiantes contestaron de manera
correcta, de los cuales 8 dieron respuesta a partir de la forma de la ecuacion despejando
la variable y, llegando a la ecuacion general y concluyeron que el literal a) no
correspondia a una Parabola dado que ambas variables se encontraban elevadas al
cuadrado. (Ver Figura 42)

Figura 42. Respuesta del estudiante E5
Pregunta N°1 Geometria Analitica

Por otra parte, los estudiantes E3, E9 (Figura 43) y E15, a diferencia de los 8 anteriores
reescriben la ecuacion del literal b) a su forma canonica evidenciando las dos
representaciones de La Parabola correspondiente al Modo AA—Pga, demostrando que se



puede utilizar ambas representaciones para identificar si la curva corresponde a una
Parabola, lo cual no se concibié en el analisis a priori de manera conjunta, se habia
planteado la representacion de manera Unica para las ecuaciones pero no que el
estudiante pudiera utilizar ambas para validar sus respuestas.

Figura 43. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°1 Geometria Analitica

Los dos estudiantes restantes que respondieron de manera correcta fueron E10 (Figura
44) y E14, los cuales despejaron la variable y, contrastando sus respuestas con respecto
a la ecuacion general de La Parabola.

Figura 44. Respuesta del estudiante E10
Pregunta N°1 Geometria Analitica

Por otro lado, los estudiantes E2 (Figura 45) y E6 que no acertaron en la respuesta,
tuvieron problemas en el literal c¢), pues no lograron llevar las ecuaciones ya sea a su
forma candnica o a su forma general por lo cual concluyeron erréneamente que no
correspondia a una Parabola.

De hecho, ninguno de los estudiantes logrd transformar la ecuacion del literal ¢) a la
ecuacion candnica, lo que evidencia dificultades en el dominio de procedimientos
algebraicos —completacion de trinomios— que son conocimientos previos al momento de
abordar las representaciones algebraicas de La Parabola.

Figura 45. Respuesta del estudiante E2
Pregunta N°1 Geometria Analitica



Finalmente, con respecto al analisis a priori ningun estudiante intentd graficar La
Parabola a partir de darle valores a la variable x para ubicar luego los puntos en el plano
cartesiano que le permitieran trazar la curva que se generaba, por tanto, no se pudo
evidenciar el Modo SG—Pga.

PREGUNTA 2. Determine la ecuacion de La Parabola representada en el siguiente
plano:

DIRECTRIZ

Explique detalladamente el procedimiento que ha realizado.

Esta pregunta se planted en el Modo SG-Pca de la Geometria Analitica y tenia por
objetivo la construccion de la ecuacion a partir del gréafico, es decir, partir del Modo
SG-Pca para llegar al Modo AA-Pca. Se encontré que 14 de los 15 estudiantes
respondieron acertadamente, de los cuales 13 utilizaron el articulador Art.3 sis. cc, Y la
ecuacion canonica de La Parabola, sustituyendo el valor del vértice y la distancia focal
(Ver figuras 46, 47 y 48), validando asi una de las opciones planteadas en el analisis a
priori.

Figura 46. Respuesta del estudiante E2
Pregunta N°2 Geometria Analitica



Figura 47. Respuesta del estudiante E5
Pregunta N°2 Geometria Analitica

Figura 48. Respuesta del estudiante E10
Pregunta N°2 Geometria Analitica

El estudiante E11 (Figura 49) aplica la definiciobn de La Pardbola como lugar
geomeétrico, ubicAndose en un Modo AE—Pga; transita al Modo AA-Pca a través del
articulador Art.2 Férmula D. Eu. dando respuesta desde la ecuacion general, validando asi el
analisis a priori planteado para esta pregunta.

Figura 49. Respuesta del estudiante E11
Pregunta N°2 Geometria Analitica



Por altimo, el estudiante E4 (Figura 50) reconoce la ecuacion canonica, interpreta
correctamente los parametros, pero no los sustituye en la ecuacion. Aungue no contesto
de manera acertada muestra la intencién del trénsito del Modo SG-Pca al Modo
AA-Pgca a partir del articulador Art.3 sis. cc.

Figura 50. Respuesta del estudiante E4
Pregunta N°2 Geometria Analitica

PREGUNTA 3: Dada una Parabola con vértice en el origen y coordenadas del foco
2

(0,2) modelada por la ecuaciéon y = %. Determine si el punto (8,8) pertenece a La

Parabola. Justifique su respuesta

Esta pregunta se planted en el Modo AA-Pca de la Geometria Analitica y tenia la
intencionalidad de identificar si un punto del plano pertenece o no a La Parabola. Se
encontro que la totalidad de los estudiantes respondieron de manera acertada, de éstos,
11 tomaron la coordenada en x, del punto dado, y la sustituyeron en la ecuacion,
contrastando el resultado con la coordenada en y, tal como lo evidencia la respuesta del
estudiante E3 (Figura 51)

Figura 51. Respuesta del estudiante E3
Pregunta N°3 Geometria Analitica

El estudiante E15 (Figura 52) utiliza el mismo procedimiento que los estudiantes
anteriores, pero completa la ecuacion general de La Parabola, evidenciando el
articulador Art.3 sis. cc y construyendo de forma mas precisa el Modo AA—Pca de la
curva.



Figura 52. Respuesta del estudiante E15
Pregunta N°3 Geometria Analitica

Por otra parte, los estudiantes E1 y E14 (Figura 53), tienen la particularidad de convertir
la ecuacion dada a una ecuacion canonica, lo que muestra un dominio méas amplio del
Modo AA-Pca para luego reemplazar ambas coordenadas del punto y verificar la
igualdad.

Figura 53. Respuesta del estudiante E14
Pregunta N°3 Geometria Analitica

El estudiante E5 (Figura 54) realiza el reemplazo de la coordenada del punto dado,
ademas valida su respuesta a partir de representar La Parabola y el punto en el plano
cartesiano, verificando que éste si pertenece, dando evidencia asi del transito al Modo
SG—Pca y del articulador Art.ssis.cc planteados en el analisis a priori.



Figura 54. Respuesta del estudiante E5
Pregunta N°3 Geometria Analitica

A pesar de que este estudiante ubicé los elementos de La Parabola dada en el plano, al
igual que el resto no utiliz6 como argumento la medicion de las distancias del punto al
Foco y a la Directriz, pues los esudiantes priorizan el Modo mas 6ptimo para resolver la
pregunta. Por lo tanto, no se logra evidenciar el Modo AE-Pca ni el articulador
Art.1 pistancia u planteados en el analisis a priori para esta pregunta.

PREGUNTA 4: Dibuje la parabola modelada por la ecuacion y = (x — 1) + 1

Esta pregunta se encuentra planteada en el Modo AA—Pca Yy su objetivo era dibujar La
Parabola a partir de la ecuacion dada y con ello analizar el transito del Modo AA—Pca al
Modo SG-Pga. Se encontrd que, de los 15 estudiantes, 9 contestaron de manera
correcta, y de éstos, 7 privilegiaron el planteamiento de la ecuacion en su forma
canodnica y la interpretacion de los pardmetros de la ecuacién para construir el dibujo, es
decir, validan los articuladores Art.1 pistancia Eu Y Art.s sis. cc al igual que el Modo SG-
Pca. (Ver Figuras 55 y 56)



Figura 55. Respuesta del estudiante E2
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Figura 56. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Los otros dos estudiantes E10 (Figura 57) y E11 (Figura 58) que respondieron de forma
correcta partieron de la ecuacion general, para determinar la coordenada del vértice y le
asignaron dos valores a la variable independiente x para encontrar sus correspondientes
eny, logrando trazar el bosquejo de La Parabola en el plano cartesiano.



Figura 57. Respuesta del estudiante E10
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Figura 58. Respuesta del estudiante E11
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Finalmente, los 6 estudiantes que no respondieron de manera correcta tienen la
particularidad de escribir de manera acertada la ecuacion canénica, pero tienen falencias
a la hora de la interpretacion e identificacion de los elementos de La Parabola. (Ver

Figuras 59, 60 y 61)



Figura 59. Respuesta del estudiante E1
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Figura 60. Respuesta del estudiante E4
Pregunta N°4 Geometria Analitica

Figura 61. Respuesta del estudiante E15
Pregunta N°4 Geometria Analitica



PREGUNTA 5. Halle el lado recto de la parabola y = %

Esta pregunta estd planteada en el Modo AA-Pca con el objetivo de identificar la
medida del lado recto de La Parabola. Se encontré que la totalidad de los estudiantes
respondieron de manera correcta, presentandose una regularidad en el desarrollo del
mismo procedimiento, que consistié en escribir la ecuacion en su forma candnica e
interpretar la distancia focal o directamente el lado recto. Quedandose asi en un dominio
del Modo AA—Pca (Ver Figuras 62, 63y 64)

Figura 62. Respuesta del estudiante E2
Pregunta N°5 Geometria Analitica

Figura 63. Respuesta del estudiante D3
Pregunta N°5 Geometria Analitica

Figura 64. Respuesta del estudiante D5
Pregunta N°5 Geometria Analitica



Figura 65. Respuesta del estudiante E9
Pregunta N°5 Geometria Analitica

Figura 66. Respuesta del estudiante E14
Pregunta N°5 Geometria Analitica

Cabe resaltar que el otro procedimiento tenido en cuenta en el andlisis a priori consistia
en dibujar La Parabola y medir el lado recto, esto procedimiento era mas largo y tenia
que pasar de igual manera por la construccion de la ecuacion candnica, por lo que se
concluye una vez mas que los estudiantes buscan la eficiencia a la hora de responder
una pregunta y que no se pudo validar el Modo SG-Pca planteado como un posible
argumento para esta pregunta.

5.3 HALLAZGOS CUESTIONARIO | EN LA GEOMETRIA DEL TAXISTA

En los analisis a priori de los cuestionarios, se plantearon las posibles respuestas de
acuerdo con los articuladores y los Modos de Pensamiento construidos en el marco
tedrico para La Parabola tanto en la Geometria del Taxista como en la Geometria
Analitica.

Para abordar La Pardbola en la Geometria del Taxista es fundamental el dominio del
plano discreto, saber reconocer sus elementos y condiciones: la ubicacion de calles y
carreras, comprender que los movimientos en el plano son por cuadras y sélo es posible
hacerlo en sentido horizontal y vertical siempre con cantidades enteras.

Al aplicar el cuestionario | en la Geometria del Taxista a los estudiantes participantes,
se encontré que la mayoria de ellos tenian claridad frente a la ubicacion de calles y
carreras, asi como de las coordenadas de un punto dado, salvo en dos casos donde hubo
confusion entre la direccionalidad de estos elementos: calles en el eje vertical y carreras
en el eje horizontal, que a su vez, interferia en las coordenadas de puntos dados de La
Parabola o en la ubicacion de elementos fundamentales como el Foco y la Directriz.
Estos casos indican que es necesario profundizar en actividades introductorias que



permitan fortalecer el articulador Sistemas de Coordenadas en la Geometria del Taxista
—Art.3 sis. coord. GT —, pues el poco dominio del plano discreto lleva a los estudiantes a
usos incorrectos de las ecuaciones de La Pardbola y a conclusiones erroneas en su
construccion e interpretacion.

La primera pregunta del cuestionario I, se plante6 en el Modo Sintético Geométrico de
La Pardbola en la Geometria del Taxista — SG-Pet — para indagar sobre el
reconocimiento de la forma geométrica de La Parabola en el plano discreto. Para esto,
se plante6 que los estudiantes podian responder a partir del conteo de cuadras desde un
punto cualquiera de la figura, lo que corresponde al articulador Distancia entre dos
puntos en la Geometria del Taxista —Art.ipistancia GT —, para verificar que la distancia
desde cualquier punto de la figura tanto hacia el Foco como a la Directriz es la misma,
lo cual corresponde al Modo Analitico Estructural de La Pardbola en la Geometria del
Taxista — AE-Pet —.

En una primera clasificacion de las respuestas, se encontraron descripciones de los
estudiantes donde referenciaban que dos de las figuras no correspondian a la
representacion geométrica de La Parabola dado que la distancia entre algunos puntos de
la gréafica hacia el Foco y la Directriz era variante, incluso algunos de estos estudiantes
sefialaban en sus figuras dichos puntos. Dentro de estas mismas descripciones se
encontraron casos donde los estudiantes hacian el planteamiento de las ecuaciones de La
Parabola, dando una primera muestra del Modo de Pensamiento Analitico Aritmético de
La Parabola en la Geometria del Taxista — AA—PcT — que no se habia tenido en cuenta
en el analisis a priori. Esto precisamente fue lo que se evidencié con mayor profundidad
en la segunda clasificacion de respuestas, donde hubo estudiantes que, ademas de
plantear la ecuacion correspondiente a la grafica, verificaron en ella uno 0 mas puntos
del plano encontrando que algunos de éstos satisfacian la ecuacion y otros no y que, por
lo tanto, la grafica no correspondia a una Pardbola. De esta manera no sélo se logra la
validacion del articulador Art.ipistancia GT para transitar entre los Modos SG-Pety AE-
PcT sino que también el articulador Art.3 sis. coord. 6T que permite el transito entre los
Modos SG—Pct y AA-PcT. De esta manera logran transitar por los tres Modos de
Pensamiento de La Parabola en la Geometria del Taxista.

La segunda pregunta de este cuestionario estaba planteada en el Modo AA—PcT ¥y
presentaba tres ecuaciones en la Geometria del Taxista donde los estudiantes debian
justificar cuéles de ellas pertenecian 0 no a una Parabola. En el andlisis a priori de esta
pregunta, se planted que éstos podrian responder desde el Modo AA-Pct al dar
argumentos desde la forma de la ecuacion, cuyo reconocimiento ya se Vvenia
evidenciando desde algunas respuestas de la primera pregunta. La mayoria de los
estudiantes dan cuenta de la prevalencia de este Modo de Pensar La Parabola al
justificar que dos de las ecuaciones si correspondian a una Pardbola y que la otra no,
pues desde su forma podian evidenciar elementos de la ecuacion tales como la
diferencia entre las calles y carreras, asi como la distancia hacia la Directriz, y que ésta
ltima expresion no aparecia en la primera opcion de respuesta. Algunos incluso
resaltaban la importancia de conocer si la Directriz se ubica en X o en y, argumentando
gue un valor constante en esta expresion no permite establecer la distancia.



Un elemento importante es que sélo uno de los estudiantes logré hacer una explicacion
desde el Modo SG-Par utilizando el articulador Art.s sis. coord. 6T. Puede decirse que esta
forma de respuesta, valida el anélisis a priori, pues es posible dar solucién a la pregunta
en dicho Modo a partir de ese articulador. Sin embargo, el hecho de que so6lo se haya
encontrado una respuesta de este tipo, es resultado de que los estudiantes priorizan las
estrategias mas cortas en el momento de las aplicaciones, pues para este caso dar un
tratamiento geométrico, requiere de mayor tiempo y elementos para garantizar una
buena solucion.

La tercera pregunta del cuestionario I, se plante6 desde el Modo AA-Pct con la
intencionalidad de que los estudiantes verificaran si un punto del plano hace parte de
una Parabola modelada por determinada ecuacion. En el analisis a priori se planteé que
los estudiantes podian responder desde tres formas distintas, la primera, conservando el
Modo AA-PgT donde el estudiante reemplaza en la ecuacion los valores de acuerdo con
las coordenadas del punto. En los resultados obtenidos, la mayoria de los estudiantes dio
cuenta de este Modo de Pensar y desde las evidencias se puede validar el articulador
Art.3 sis. coord. 6T, pues reemplazan el punto dado y obtienen una igualdad, desde lo cual
concluyen que el punto pertenece a La Parébola dada.

De acuerdo con el andlisis a priori, una segunda posible respuesta a esta pregunta,
plantea que el estudiante ubica los elementos dados en el plano discreto y comprueba la
definicion de lugar geométrico de La Parabola a partir de las distancias entre el punto y
el Foco y el punto y la Directriz. Ademéas de hacer la verificacion en la ecuacion,
algunos estudiantes realizaron una representacion en el plano, ubicando el Foco, la
Directriz y el punto dado, verificaron el punto a partir de la definicion de Parabola, es
decir, desde el Modo AE-PcT para transitar luego hacia el Modo SG-PcrT a través del
articulador Art.ipistancia 6. Sin embargo, ninguno de los que realiz6 la ubicacién de estos
elementos en el plano discreto, completé La Parabola con los demas puntos —Art.3 sis.
coord. GT —, para construir totalmente su representacion geométrica que era la tercera
opcidn de respuesta planteada en el analisis a priori. Solo un estudiante trat6 de hacer la
figura completa, pero equivoca la direccionalidad de los ejes y por ende la ubicacion del
punto dado y la Directriz. Puede decirse entonces desde las evidencias, que se validan
los tres articuladores y los Modos de Pensamiento planteados para esta pregunta.

Con la cuarta pregunta del cuestionario I, planteada desde el Modo SG-PcT, se
pretendia que los estudiantes definieran la ecuacion de La Parabola que estaba
representada en el plano discreto. En el analisis a priori se habia planteado como posible
respuesta que los estudiantes utilizaran la definicion de lugar geométrico, es decir,
respondieran desde el Modo AE—PgT a partir del articulador Férmula para calcular la
distancia en la Geometria del Taxista Art.2 Fermula paT. Efectivamente, en los resultados
obtenidos, los estudiantes lograron responder de manera acertada utilizando este
articulador para encontrar la distancia en calles y carreras de los puntos del plano al
Foco y para encontrar la distancia en carreras de los puntos del plano a la Directriz y asi
construir la ecuacion de La Parabola, de hecho, uno de los estudiantes verifica uno de
los puntos dados en la gréfica validando el articulador Art.2 Fsrmula beT Y cOn esto 0s
planteamientos hechos en el analisis a priori. Sin embargo, tres estudiantes mostraron
error en la expresion pues equivocan la direccion de la Directriz, que en el caso de la
figura se encontraba paralela al eje x , no en el eje y como ellos lo estaban planteando



en la ecuacion, lo que comprueba una vez mas, la necesidad de profundizar en
elementos geométricos.

Para la dltima pregunta del cuestionario, dada en el Modo AA-PcT, se presenta a los
estudiantes la ecuacion de una Parabola que luego deben representar en el plano
discreto. En el analisis a priori se plante6 que los estudiantes podian determinar las
coordenadas del Foco y la Directriz a partir de la ecuacion — Art.3 sis. coord. GT —,
construyendo una tabla de valores y completando la grafica en el plano discreto
utilizando la definicion de lugar geométrico, es decir el Modo AE—PaT. Se encontro que
la mayoria de los estudiantes hicieron una representacion correcta de La Parabola, al
ubicar el Foco y la Directriz y completando los demés puntos, no desde una tabla de
valores sino a partir del articulador Art.ipistancia GT, qUe no se habia considerado en el
analisis a priori pero que los estudiantes dieron evidencia mostrando con esto el transito
entre los tres Modos de Pensar La Parabola en la Geometria del Taxista. Se encontraron
dos estudiantes que ademas de hacer la gréfica, verificaron un punto de La Parébola en
la ecuacion dada, garantizando las distancias hacia el Foco y la Directriz, dando cuenta
del articulador Art.2 Fsrmula DeT que tampoco se habia planteado en el analisis a priori
pero que permite ver un dominio del Modo AA-PcT Yy un transito hacia el Modo AE-
Par.

Se puede concluir entonces que la mayoria de los estudiantes tiene buen dominio de los
elementos de la Geometria del Taxista y que es posible construir La Pardbola y sus
distintas representaciones a partir de los tres Modos de Pensamiento que se
construyeron en el marco teorico. Se evidencia también una prevalencia del Modo AE-
PcT que en definitiva es el que permite a los estudiantes dar cuenta de los otros Modos
de Pensar, pues la representacion geometrica y el tratamiento de las ecuaciones de La
Parabola en la Geometria del Taxista, van sujetas a la comprension de su definicion
como lugar geomeétrico en el plano discreto. Los errores mostrados en algunas
respuestas posibilitan la oportunidad de profundizar en el dominio del plano, pues las
ideas erroneas son producto de no tener claridad frente a la ubicacion de ciertos
elementos mas no de la comprension de La Parabola en el Modo SG-Par.

5.4 HALLAZGOS CUESTIONARIO Il EN LA GEOMETRIA ANALITICA.

Las evidencias presentadas por los estudiantes para la primera pregunta dieron cuenta de
un dominio de la representacion del Modo Analitico Aritmético de La Parabola en la
Geometria Analitica ~AA-Pca—, en donde los participantes reescriben la expresion para
luego ser comparada de acuerdo con la forma ya sea con la ecuacion candnica o con la
ecuacion general, y de esta manera lograron determinar qué expresiones correspondian a
la curva solicitada.

Aunque era posible realizar bosquejos de las tres ecuaciones en el plano cartesiano,
quedo en evidencia que no es una ruta priorizada por los estudiantes dado que, cuando
se tiene una compresiéon profunda de los Modos de Pensar en este caso en el Modo
AA-Pgca, los participantes buscan la solucién optima.

Las respuestas de los estudiantes sugieren contemplar la ecuacion general de La
Parabola dentro del Modo AA-Pga; cabe recordar que, para la construcciéon de dicho
Modo de Pensar, solo se considero la ecuacién candnica de la curva.



La segunda pregunta propicio el transito del Modo Sintético Geometrido de La Pardbola
en la Geometria Analitica —SG-Pca —al Modo AA—Pga, a través de los articuladores
Distancia Euclidiana entre dos Puntos —Art.1 pistancia Eu. — Y Sistema de Coordenadas
Cartesianas —Art.3 sis. cc—, en donde los estudiantes identificaron desde la gréafica la
coordenada del vértice y la distancia focal, para luego reemplazar en la ecuacion
canonica de La Pardbola. Cabe resaltar que un estudiante logro transitar por los tres
Modos de Pensar ya que en la solucion partio de la definicion de La Parabola como
lugar geométrico, es decir, del Modo Analitico Estructural de La Parabola en la
Geometria Analitica AE-Paa, y luego utilizo el articulador Férmula Analitica para
Calcular la Distancia Euclidiana Art.2 Fermuia D. Eu para asi lograr el transito al Modo
AA-Pga.

La tercera pregunta ratifica el entendimiento del articulador Art.3sis. cc, por parte de los
estudiantes evidenciando la compresion del Modo AA-Pca como ecuacion que satisface
los puntos del plano, ya sea en su forma general como en su forma canonica. Por otra
parte, uno de los participantes realiza el bosquejo de la Parabola y el punto del plano,
ratificando asi la respuesta y dando evidencia de un transito del Modo AA-Pca al Modo
SG—Paa.

La intencionalidad de la pregunta cuatro era propiciar un transito entre el Modo AA-
Pca al Modo SG—Pga, para lo cual los participantes mostraron nuevamente su dominio
del Modo AA—Paa, llevando la expresion dada a la ecuacion canonica 0 a su ecuacion
general, de aqui en adelante aplicaron el articulador Art.s sis. cc para transitar al Modo
SG—Paa. Esta pregunta permitio evidenciar la necesidad de potencializar conocimientos
previos del manejo de coordenadas en el plano cartesiano, pues 6 de los participantes
cometieron este tipo de desaciertos.

Finalmente, la ultima pregunta del cuestionario Il ratificé la compresién del Modo AA-
Pca y de los pardmetros de La Parédbola, en donde la totalidad de los participantes
reescribio la expresion dada a la ecuacion canonica e interpreto la definicion de lado
recto a partir de la distancia focal.

Desde una mirada global del cuestionario, los estudiantes prevalecieron el Modo AA-
Pca para responder a las preguntas planteadas, pero también mostraron dominio de los
demas modos y de todos los articuladores hipotéticos planteados, el error con mayor
impacto esta dado por la mala ubicacion de las coordenadas en el plano cartesiano, tal
cual como se evidencié en el primer cuestionario, de tal modo que es necesario reforzar
este saber previo.

5.5 CONCLUSIONES DEL CAPITULO.

Los resultados que se obtuvieron a partir de la aplicacién de los cuestionarios y las
entrevistas semiestructuradas realizadas permitieron validar los articuladores hipotéticos
y los Modos de Pensar La Parabola tanto en la Geometria del Taxista como en la
Geometria Analitica, lo que permitié un conocimiento profundo del objeto matematico
a través de los diversos transitos que movilizaron los estudiantes. Estos resultados son
en gran medida gracias a la aplicacion de las Guias de Aprendizaje que fueron
construidas a partir de la Teoria Modos de Pensamiento y que, junto con el anélisis de



los resultados, permitiran refinar los planteamientos teéricos sobre los Modos de Pensar
La Parabola y retroalimentar asi la Unidad Didactica.

CAPITULO 6

CONCLUSIONES



6.1 CONCLUSIONES RELACIONADAS CON LA PREGUNTA DE
INVESTIGACION

En el capitulo 1 se planteo la pregunta de investigacion: ¢Cuales son las implicaciones
en la ensefianza y aprendizaje de La Parabola desde una métrica discreta y otra continua
en el grado 10° al implementar una Unidad Didactica fundamentada en la teoria Modos
de Pensamiento para el desarrollo de competencias matematicas?

Para dar respuesta a esta pregunta de investigacion se retoman los resultados arrojados
en el andlisis a posteriori, pues las respuestas de los estudiantes mostraron que la
ensefianza propiciada bajo las Guias de Aprendizaje fundamentadas en la teoria Modos
de Pensamiento, no s6lo les permiti6 comprender La Parabola en sus diferentes
representaciones, sino que, a su vez, desarrollaron las competencias de comunicacion,
razonamiento y la resolucion de problemas. La competencia de comunicacion se
identifico cuando los estudiantes lograron reconocer los elementos y propiedades de la
curva; se desarroll6 una competencia de razonamiento cuando lograron transitar por los
diferentes Modos de Pensar utilizando diferentes conceptos matematicos, y se evidencio
la competencia de resolucion en el momento que lograban dar respuesta al problema
planteado a partir de diferentes argumentos. Todo esto implicd que el estudiante
utilizara los articuladores propuestos en el marco tedrico para asi entender La Parabola
en todas sus representaciones.

6.2 CONCLUSIONES RELACIONADAS CON LOS OBIJETIVOS DE
INVESTIGACION

6.2.1 OBJETIVO GENERAL

El Objetivo General planteaba un andlisis del transito que propicia un modelo de
ensefianza y aprendizaje de La Pardbola al implementar una Unidad Didactica
fundamentada en los Modos de Pensamiento en las practicas de aula. Para dar cuenta
del alcance de este objetivo es importante resaltar que los planteamientos hechos en el
marco tedrico sobre los Modos de Pensar La Pardbola y los articuladores fueron
fundamentales para las intervenciones hechas con los estudiantes a partir de las Guias
de Aprendizaje, pues un modelo de ensefianza y aprendizaje para este objeto
matematico a partir de dicha teoria, advierte una estrategia metodolégica con diversidad
de recursos y actividades que propicien en los estudiantes el transito por cada una de los
Modos de Pensamiento a traves de diferentes conceptos articuladores, favoreciendo el
desarrollo de las competencias matematicas y dando respuesta con esto al problema de
la ensefianza desarticulada y al aprendizaje memoristico.



6.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Con relacion al primer objetivo especifico de la investigacion Caracterizar los Modos
de Pensamiento para la ensefianza y el aprendizaje de La Parabola. Se puede concluir
que se dio cumplimiento a este objetivo, ya que dicha caracterizacion, desarrollada en el
capitulo 3, tuvo como base los aspectos histérico—epistemologicos de La Paradbola y la
teoria Modos de Pensamiento, considerando que fue pertinente abordarla desde las dos
métricas, la Geometria del Taxista y la Geometria Analitica.

Con relacidn al segundo objetivo especifico Disefiar una unidad didactica que propicie
el transito entre los modos de pensamiento en los procesos ensefianza y aprendizaje de
La Parabola. La Unidad Didactica se construye teniendo como insumo los
cuestionarios y las intervenciones de aula a través de las Guias de Aprendizaje, pues se
pudo validar que los recursos y las intencionalidades planteadas alli fueron pertinentes y
favorecen la comprension de La Pardbola en todas sus representaciones en ambas
métricas. Estas actividades requirieron algunas modificaciones en términos de tiempos y
descripciones.

Con relacion al tercer objetivo especifico Implementar actividades de aula para los
estudiantes del grado 10° que propicien el transito entre los modos de pensamiento en
la practica de La Parabola. Se espera que, con los ajustes realizados a la Unidad
Didactica, estas intervenciones de aula arrojen mejoras en los aspectos donde los
estudiantes presentaron dificultad cuando se hicieron las aplicaciones de las Guias de
Aprendizaje y los cuestionarios, porque en los demés aspectos relacionados con los
Modos de Pensamiento y los articuladores se pudo evidenciar en los analisis de
resultados, que los estudiantes si dieron cuenta de éstos y que por tanto, las actividades
y preguntas propuestas fueron pertinentes y acordes a los planteamientos teoricos.

6.3 CONCLUSIONES RELACIONADAS CON ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS.

Los aspectos histérico—epistemoldgicos de La Parabola que se abordaron en el capitulo
2, fueron base fundamental para comprender la construccién conceptual y la
consolidacién de lo que hoy conocemos de esta curva desde la Geometria Analitica.
Considerar los aportes de Menecmo y Apolonio como principales artifices de un primer
Modo de Pesar La Parabola, dio lugar a reconocer la importancia de la Geometria en el
tratamiento de ésta y otras curvas, pues desde alli se puede facilitar la comprension de la
estructura misma de los objetos matematicos. En el caso de La Parabola, es fundamental
la comprensidn de su definicion como lugar geométrico tal como lo hicieron Apolonio y
Pappus en sus tratados, es decir, verla desde un Modo Estructural pues sélo asi se logra
comprender sus propiedades y pasar a otras representaciones, ya de orden algebraico, tal
como Descartes y Fermat quienes retomaron el algebra simbdlica de Vieta para dar
otros tratamientos a las curvas desde las ecuaciones. Las aplicaciones hechas en esta
investigacion tuvieron como base esta construccion epistemoldgica favoreciendo los
transitos entre los diferentes Modos de Pensar La Parabola y muestran que un dominio
del Pensamiento Analitico Estructural de La Parabola, indistintamente de la Geometria
desde donde se aborde, facilita el transito por los Modos Sintético Geométrico y
Analitico Aritmético, al poder abordarla desde su representacion en el plano o desde las



expresiones algebraicas, dando cuenta de una compresién profunda del objeto
matematico.

6.4 CONCLUSIONES TEORICAS

Luego del riguroso analisis de los instrumentos se logro validar tanto los Modos de
Pensar La Pardbola como los articuladores hipotéticos planteados en la Geometria del
Taxista y en la Geometria Analitica, evidenciando que el marco tedrico fue pertinente a
lo largo de todo el desarrollo de la tesis y que fue transversal en todo momento al disefio
metodoldgico, las Guias de Aprendizaje, los cuestionarios y la Unidad Didactica, lo que
en ultimas permitid que los estudiantes hayan obtenido una compresion profunda del
objeto matematico La Parabola.

Fue un acierto considerar los Modos de Pensar La Parébola en la Geometria del Taxista,
pues facilité su comprension como lugar geométrico, mediante el conteo de calles y
carreras en un plano discreto que simplifica la complejidad con respecto a La Pardbola
en la Geometria Analitica y que lleva al estudiante al reconocimiento de todas las
propiedades de una manera mas sencilla que servird como base para comprenderla en el
plano cartesiano.

El andlisis a posteriori mostrd la necesidad de ampliar la definicion del Modo Analitico
Aritmético de La Parabola en la Geometria Analitica, quedando validado por los
instrumentos y su respectivo analisis que La Parabola en dicho Modo, no solo tiene
representacion desde la ecuacidén canonica sino también desde la ecuacion general,
como se muestra en la figura 67:

Conjunto de pares ordenados
que satisfacen la ecuacion

canénica:
(x—h)? =4p(y — k)
Donde:
(h, k): Es la coordena La parabola es el lugar

) ) geométrico de todos los
del vertice de la parabola puntos del plano que

p: Distancia del vertice equidistan de un punto fijo
llamado foco y una recta

al foco fija Ilamada directriz.

Conjunto de pares ordenados
que satisfacen la ecuacion
general:

y=ax?+bx+c

Figura 67. Modos de comprender La Parabola validados en la Geometria Analitica.

El anélisis a posteriori también mostré que el articulador Distancia Euclidiana entre dos
Puntos permitio el transito bidireccional entre el Modo AE-Pca Yy SG—Pca, pero
también se evidencio que es indispensable en el transito bidireccional del Modo AA-



Pca al Modo SG-Paca, validando asi los articuladores hipotéticos que se muestran en la
figura 68:

SG

..................

Art 1. Distoncia euclidiona Art 3. stteﬂ;ﬂ' de
entre dos puntos,

Art 1. Distancia euclidiona
coordenadas cartesianas.  entre dos puntos.

AE

d{f-‘l-."j},{'z..":}} Vi =x )8+ (v = 1)*

Art 2, Formula analitica para
calcular la distancia euclidiana.

AA

Figura 68. Articuladores validados que permiten comprender La Parabola en La Geometria Analitica.

6.5 CONCLUSIONES CON RELACION A LA UNIDAD DIDACTICA

Para la construccién de la secuencia de actividades de la Unidad Didactica se tuvieron
en cuenta los aspectos histérico—epistemoldgicos pues dan los soportes de la
formalizacion de La Parabola como lugar geométrico, indispensable para comprenderla
desde cada uno de los Modos de Pensamiento. Es por esto que se establecieron los
Articuladores hipotéticos en el capitulo 3 y se disefiaron las Guias de Aprendizaje con
actividades que propiciaran el transito por los diferentes Modos de Pensar La Parabola.
La aplicacion de éstas y los cuestionarios validaron los planteamientos preliminares y
finalmente contribuyeron a la construccion de una Unidad Didactica con la cual se
espera corregir las dificultades de los estudiantes en la comprension profunda de La
Parabola y fortalecer el desarrollo de competencias matematicas.

Para la aplicacion de la Unidad Didactica, se sugiere hacerlo de manera progresiva
desde dos métricas una discreta “Geometria del taxista” y una continua “Geometria
Analitica” las cuales permiten al estudiante construir las diferentes representaciones del
objeto matematico y lograr su comprension profunda. Cabe resaltar que la Unidad
Did4ctica plantea actividades con el uso del software Cabri Géometre Il Plus, una
herramienta muy Gtil para la validacién experimental que va més alla de la
manipulacion dinamica e inmediata de las figuras, pues ademéas de favorecer otros
ambientes de aprendizaje, permite a los estudiantes validar las demas representaciones
de La Parébola y evidenciar su componente estructural, que a veces en el papel, se hace
dificil ver dada la limitacion de la construccion completa de la curva en el plano.



Las actividades de la Geometria del Taxista estan disefiadas para que incluso estudiantes
de grados inferiores puedan acceder a ellas y con ello hacer una primera aproximacion
al objeto matematico asi no esté dentro del curriculo escolar. De hecho, en los primeros
planteamientos de las Guias de Aprendizaje, se realizaron pilotajes con estudiantes de
grado 5° y 7° de la misma institucién, logrando resultados considerables frente a la
comprension de elementos de La Parabola tales como el Foco y la Directriz, asi como el
concepto de distancia en la Geometria del Taxista.

6.6 CONCLUSIONES DE ABORDAR LA PARABOLA DESDE UNA METRICA
DISCRETA Y UNA METRICA CONTINUA

Para la comprension de La Parabola como lugar geométrico es fundamental que el
estudiante pueda transitar por cada uno de los Modos de Pensamiento en la métrica
discreta y en la continua.

Los resultados obtenidos en el cuestionario 1 de la Geometria del Taxista, muestran la
pertinencia de haber abordado La Parabola desde una metrica discreta, pues las
respuestas de los estudiantes evidencian la comprension del objeto matematico en los
tres Modos de Pensamiento y la validacion de los articuladores. Hubo un fuerte dominio
del Modo Analitico Estructural, fundamental para la construccion de los otros dos
Modos de Pensamiento en esta geometria. Y fue precisamente el haber abordado La
Paradbola primero desde una métrica discreta lo que permitié un mejor desempefio de los
estudiantes en el cuestionario 2 de la Geometria Analitica, pues en sus respuestas
mostraron claridad frente a la propiedad de La Parabola como lugar geométrico, es
decir, un dominio del Modo Analitico Estructural y desde alli, las demas
representaciones se hicieron més faciles de abordar.

Se logré evidenciar que los estudiantes que obtuvieron buen desempefio en el
cuestionario 1 de la Geometria del Taxista, también lo tuvieron en el cuestionario 2 de
la Geometria Analitica, mostrando un trénsito entre los diferentes Modos de Pensar en
cada una de las métricas y que, indistintamente del tratamiento de La Parabola en el
plano discreto o en el plano continuo, prevalecen sus propiedades como lugar
geométrico, validando asi que el transito de lo discreto a lo continuo permite la
comprension profunda del objeto matematico.

Se sugiere que para fortalecer el transito de la métrica discreta a la metrica continua de
La Parébola se desarrollen con mayor detenimiento las actividades propuestas en la
Unidad Didéactica relacionadas con el Modo Sintético Geométrico y Analitico
Estructural, que se apoyan en el software Cabri Géometre Il Plus y en la construccion de
la curva a partir del hilograma, pues a partir de éstas los estudiantes podran relacionar
elementos de una geometria y de la otra verificando que las propiedades de La Parabola
como lugar geométrico no varian.

Es importante que antes de iniciar la aplicacion de la Unidad Didactica se fortalezcan
conceptos previos fundamentales para abordar La Parabola en ambas meétricas, tales
como: la ubicacion de pares ordenados en el plano cartesiano, el concepto de distancia,



el valor absoluto, el dominio de ecuaciones, algunos casos de factorizacion y productos
notables.

6.7 PROYECCIONES DE LA INVESTIGACION

El desarrollo de esta investigacion muestra un avance importante en el intento de
articular la métrica discreta y la métrica continua en el estudio de La Parabola. Los
buenos resultados obtenidos permiten sugerir que esta propuesta de ensefianza-
aprendizaje puede adaptarse al trabajo con las demas Cénicas considerando que son
curvas de la misma naturaleza.

Otro aspecto interesante que se podria asumir como continuidad de este proceso de
investigacion es indagar por la forma como los estudiantes logran hacer el transito entre
la métrica discreta y la continua, porque si bien se hicieron algunas sugerencias de
actividades transitorias entre la Geometria del Taxista y la Geometria Analitica, no se
pudo evidenciar con profundidad esa transicion, solo se logré validar que el
entendimiento de La Parabola en la métrica discreta permitio que los estudiantes
lograran una mejor comprension de este objeto en la métrica continua.

También como proyeccién del trabajo de investigacion se plantea analizar el transito y
la comprensién de La Parabola en la métrica discreta conformando un caso de estudio
con estudiantes de grado séptimo, dado que éstos ya cuentan con los saberes previos
necesarios para desarrollar la Guia de Aprendizaje en la Geometria del Taxista, pues lo
pilotajes mostraron aproximaciones conceptuales, lo que no se evidencio, por no hacer
parte del proceso investigativo, es qué tanto los estudiantes pudieron comprender La
Pardbola como lugar geométrico en el plano discreto y si lograrian hacer planteamientos
en términos algebraicos, es decir, lograr también el Modo Analitico Aritmético.

Cabe resaltar que La Pardbola, de acuerdo con los estdndares del MEN, so6lo esta
planteado para el grado 10°, sin embargo, a partir de las intervenciones, la investigacion
propone que el objeto matematico puede ser abordado desde grados inferiores a pesar de
las limitaciones de los contenidos que los estudiantes tienen acorde al nivel donde se
encuentran, a partir de Guias de aprendizaje donde se utilizan otras métricas diferentes a
las usuales, fortaleciendo la interaccion de los componentes numérico—variacional y
espacial-métrico y aportando asi a mejorar la articulacion curricular.
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ANEXO 1

INTENCIONALIDAD Y DESCRIPCION DE LA GUIA DE APRENDIZAJE
GEOMETRIA DEL TAXISTA

Las actividades de la Guia de Aprendizaje estan disefiadas en la geometria del taxista, la
cual consiste en medir la distancia entre dos puntos por cuadras; lo que implica
distancias discretas utilizando como elementos las calles y las carreras.

La primera actividad le permitira al estudiante familiarizarse con la geometria del
taxista, al presentarle una situacion donde se debe ir de un lugar a otro transitando por
las calles y carreras buscando la distancia méas corta.

Las preguntas a y b, fortalecen el articulador 1, cuando el estudiante explora los
posibles caminos y cuenta el nUmero de cuadras que hay ente la casa de Juan (punto
inicial) y la pizzeria (punto final) haciendo varios recorridos y trazando las diferentes
rutas en los planos cartesianos.

Las preguntas c y d, fortalecen el articulador 2, cuando el estudiante identifica a partir
de los diferentes planos, la distancia mas corta entre la casa de Juan y la Pizzeria,
verificando que, independientemente del camino que se trace, el nimero de cuadras
entre un punto y otro permanece constante.

La pregunta e fortalece el articulador 3, cuando el estudiante ubica las coordenadas de
un lugar especifico del plano en la geometria del taxista.

Las preguntas f, g y h, fortalecen el articulador 2, cuando el estudiante es capaz de
plantear una expresion que le permita calcular la distancia mas corta entre cualquier par
de puntos del plano en la geometria del taxista.

ACTIVIDAD 1.

En el barrio donde vive Juan hay muchos lugares que le gusta visitar; para ir de un lugar
a otro él debe recorrer calles y carreras, dichos lugares quedan en las esquinas, es decir,
donde se cruza una calle y una carrera; una cuadra es la distancia que recorre Juan entre
dos esquinas consecutivas, por lo cual no puede hacer un cruce diagonal.

Juan siempre escoge el recorrido mas corto para ir de un lugar a otro.

CALLES 1
CALLES 2
CALLES 3
CALLES 4
CALLES 5
CALLES 6

64 CARRERA 6
5+ . CARRERA 5
44 CARRERA 4
3+ CARRERA 3

24 m CARRERA 2

1+ CARRERA 1

N

Y
?

v

Teniendo en cuenta que el punto C representa la ubicacion de la casa y el punto P la
ubicacion de la pizzeria.



a. Traza en los siguientes planos cartesianos las diferentes rutas que Juan puede

utilizar para ir de la casa a la pizzeria. Luego escribe debajo de cada plano,
cuantas calles y cuantas carreras recorrio.

— ~ m < v o — ~ m < v o — ~ m < v o
vy g w B ] 1 ] v 8 B g ] 9 ] vy g w B ] ] Q
=1 =) 3 3 - | 3 =1 =) 3 3 - | 3 =1 =) 3 3 - | 3
£~ 3 § 38 & 3 3 £~ 3 § 38 & 3 3 £~ 3 § 38 & 3 3
6 CARRERA 6 6 CARRERA 6 6 CARRERA 6
54 e CARRERA 5 51 e CARRERA 5 5T L CARRERA 5
P P P
414 CARRERA 4 44 CARRERA 4 44 CARRERA 4
3 CARRERA 3 3 CARRERA 3 3 CARRERA 3
24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2
1+ CARRERA 1 1+ CARRERA 1 1+ CARRERA 1
< + + + + + — < + + + + + — < + + + + + —
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Numero de Calles: NuUmero de Calles: Numero de Calles:
Numero de Carreras: Ndmero de Carreras: Nlmero de Carreras:
- ~ " < v o - ~ " < v o - ~ " < v o
v § 3 8 % § g v § 3 8 % § g v § 3 8 % § g
= = 3 = 3 3 = = 3 = 3 3 =] o =3 = 3 3
4~ 3 § 3§ 3§ 3 3 4~ 3 § 3§ 3§ 3 3 4~ 3 § 3§ 3§ 3 3
6 CARRERA 6 6 CARRERA 6 6 CARRERA 6
5T e CARRERA 5 5T e CARRERA 5 5T e CARRERA 5
P P P
44 CARRERA 4 14 CARRERA 4 14 CARRERA 4
3 CARRERA 3 3 CARRERA 3 3 CARRERA 3
24 -C CARRERA 2 24 -C CARRERA 2 24 -C CARRERA 2
14 CARRERA 1 14 CARRERA 1 14 CARRERA 1
< t + t t t — < + + t + + — < + + + + + —
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Numero de Calles: Ndmero de Calles: Ndmero de Calles:
Numero de Carreras: Ndmero de Carreras: NUmero de Carreras:
— ~ m < v o — ~ m < v o — ~ m < v o
v § § g 9 g g v § § g 9 g g v § § g 2 g g
~ = % 3 8 3 8 ~ = % 3 8 3 8 ~ = % 3 8 3 8
[ CARRERA 6 [ CARRERA 6 6 CARRERA 6
54 ° CARRERA 5 51 e CARRERA 5 51 e CARRERA 5
P P P
44+ CARRERA 4 44 CARRERA 4 44 CARRERA 4
3 CARRERA 3 3 CARRERA 3 3 CARRERA 3
24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2
14+ CARRERA 1 14+ CARRERA 1 14+ CARRERA 1
< + + + + + — < + + + + + — < + + + + + —
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Numero de Calles: Ndmero de Calles: Ndmero de Calles:
Numero de Carreras: Ndmero de Carreras: Ndmero de Carreras:
— ~ m < v o — ~ m < v o — ~ m < v o
v 8 8 8 %5 § 3 v 8 8 8 %5 § 3 v 8 8 8 %5 § 3
L~ 3 3 8 8 3 8 L~ 3 3 8 8 3 8 L~ 3 3 8 8 3 8
6 CARRERA 6 6 CARRERA 6 6 CARRERA 6
54 e CARRERA 5 51 e CARRERA 5 5T L CARRERA 5
P P P
414 CARRERA 4 44 CARRERA 4 44 CARRERA 4
3 CARRERA 3 3 CARRERA 3 3 CARRERA 3
24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2 24 .C CARRERA 2
1+ CARRERA 1 1+ CARRERA 1 1+ CARRERA 1
< + + + + + — < + + + + + — < + + + + + —
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Nuamero de Calles: NUmero de Calles: Numero de Calles:

Numero de Carreras: Ndmero de Carreras: Nlmero de Carreras:



¢Cuéntas rutas diferentes pudiste encontrar?

c. De todos los recorridos que hiciste ¢Cudl es la distancia mas corta en cuadras
desde la casa de Juan a la Pizzeria?

d. En estos recorridos donde la distancia fue mas corta ¢El nimero de calles y
carreras cambid? ;Por qué?

e. (Cual es la coordenada de la ubicacion de la casa “C” y la pizzeria “P”?
CC._)P(C_._)

f. Construye una expresion que permita hallar las calles recorridas por Juan, de
acuerdo con las coordenadas de la casa y la pizzeria. (Recuerda tener en cuenta
el concepto de valor absoluto).

g. Construye una expresion que permita hallar las carreras recorridas por Juan, de
acuerdo con las coordenadas de la casa y la pizzeria. (Recuerda tener en cuenta
el concepto de valor absoluto)

h. Construye una expresion que permita hallar la distancia entre la casa y la
pizzeria utilizando las coordenadas de ambos puntos.

La segunda actividad facilita que los estudiantes profundicen el concepto de distancia
entre dos puntos en la geometria del taxista y tengan un acercamiento intuitivo a la
definicion de lugar geométrico como una condicion entre pares ordenados.

Las preguntas a y c¢ fortalecen el articulador 2, al estudiante determinar la distancia
entre dos puntos a partir del valor absoluto de las diferencias de las distancias en X'y de
las distancias en Y. Luego deberd plantear una expresion que permita encontrar la
distancia para cualquier par de puntos en el plano.

Con la pregunta b se fortalecera el articulador 1, ya que el estudiante deberé verificar
distancias entre puntos a partir de unas condiciones dadas, proceso que sera necesario
mas adelante para la construccion del concepto de Parabola en la geometria del taxista.

ACTIVIDAD 2

a. De acuerdo con los puntos ubicados en el plano completa la informacion de la
tabla segun corresponda

y
& \ 4




TABLA DE DISTANCIAS

Coordenadas | Distancia X | Distancia Y D (A,B)
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b. En siguiente gréafica, saca del plano los objetos que no cumplen con la siguiente

condicién: d(objeto, casa) = 3 cuadras

7
6
5 G A
a R
3 3 X
2 H
1 B P
1 2 3 4 5 6 7 B 9

¢ Cuéles objetos no cumplieron con la condicion?

c. Escribe una expresion que permita hallar la distancia entre dos puntos
cualesquiera si el punto unoes A = (X1,Y;) yel punto dos es B = (X,,Y,)

La tercera actividad tiene como objetivo promover el transito entre los modos SG-Pet
(Sintético Geométrico), AA-Pctv (Analitico Aritmético) y AE (Analitico Estructural)
para La Parabola en la geometria del taxista.

Con esta actividad los estudiantes identificaran elementos propios de La Parabola: foco
y directriz que los aproximen a su definicion como lugar geométrico.

La actividad esta dividida en 2 partes: en la primera, los estudiantes podran interactuar
en una interfaz en Excel donde podran ir identificando elementos propios de La
Parébola: foco y directriz; en la segunda parte, los estudiantes utilizan su experiencia de



actividades anteriores para hacer un trabajo mas algebraico con relacion a los elementos
de dicho objeto matematico.

La pregunta a, debera dar cuenta del articulador 1 que permite el transito entre el modo
AE-PcT y SG-PaT, ya que los estudiantes ubican en el plano objetos que cumplan con
la definicion de Pardbola desde el concepto de distancia en la geometria del taxista,
verificando que el nimero de cuadras de un objeto al foco (casa) es igual a la distancia
de ese mismo objeto a la directriz (lado de la cancha) y a su vez, construyendo La
Parabola en dicha geometria.

La pregunta b, deberd dar cuenta del articulador 3 que permite el transito entre los
modos AA-PcT Yy SG—PaT, Yya que el estudiante al ubicar cada objeto como un punto,
obtiene la curva discreta de La Parabola en el sistema de coordenadas en la geometria
del taxista y analiza si cualquier punto dado en el plano pertenece a dicha curva.

Las preguntas ¢ y d, deberan dar cuenta del articulador 2 que permite el transito entre
los modos AE-Pct y AA-Pct, al verificar que, para cada punto coordenado
perteneciente a La Parébola, se conservan las distancias en relacion al foco y a la
directriz y por Gltimo, plantear una expresion para la distancia en términos de estos dos
elementos, para que asi puedan tener un acercamiento a la comprension de La Parébola
desde la representacion algebraica.

ACTIVIDAD 3
PRIMERA PARTE

En Excel encontraras un juego donde puedes mover y ubicar objetos, teniendo presente
la siguiente definicion:

En Geometria decimos que una Parabola es el conjunto de puntos del plano que se
encuentran a la misma distancia de un punto llamado foco y una recta llamada
directriz.

En la interfaz del juego, la casa representa el foco y la cancha representa la
directriz.

a. Ubica en el plano todos los objetos de tal manera que cumplan la condicion dada
para la definicion de La Parabola.
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Directriz

b. Ahora, esa figura que te resulté del numeral anterior la vas a trasladar a un
nuevo plano, ubicando los puntos que corresponden a cada uno de los objetos
(con sus respectivas letras) y luego completa la informacidn de la tabla segln su
ubicacion en calles y carreras.

Objeto Coordenada

Piscina P( , )

Ambulancia A(C , ) :
Carro c( , )

Iglesia ¢ , ) \
Teléfono F(C , ) 8
Arbol L( , ) oo £
Moto M( , ) .
Banco B( , )

Perro R( , )

Caballo H(C , ) t > ,
Pizza 7 ( , ) - Calles

Edificio E(C , )

Hamburguesa G( , )

Policia o( , )

Ciclista T( , )

c. Teniendo en cuenta los anterior, analiza y justifica:
Si la escuela estuviera ubicada en la calle 6 con la carrera 4, es decir, en la
coordenada (6, 4), ¢Perteneceria este objeto al conjunto de puntos de La
Paradbola que construiste?
¢Por qué?




d. Completa la informacién de las distancias de cada uno de los puntos ubicados en
el siguiente plano, luego responde las preguntas:

y

DIRECTRIZ

0 2

d (punto A, foco) =
d (punto A, directriz) =

d (punto B, foco) =
d (punto B, directriz) =

d (punto C, foco) =
d (punto C, directriz) =

d (punto D, foco) =
d (punto D, directriz) =

d (punto E, foco) =
d (punto E, directriz) =

d (punto F, foco) =
d (punto F, directriz) =

d (punto G, foco) =
d (punto G, directriz) =

d (punto H, foco) =
d (punto H, directriz) =

e Teniendo en cuenta el plano anterior, ;cuéles de esos puntos cumplen con la definicion

de Pardbola?

e (Por que?

SEGUNDA PARTE

De acuerdo con el plano anterior, responde las siguientes preguntas

a. Las coordenadas del focoson: F(__,__)
b. Teniendo en cuenta que los puntos del plano estan representados por las
coordenadas (x,y), el foco F(4,5) y la directriz x = 1, completa la ecuacion

de la parabola

d(Punto,Foco) = d(Punto, Directriz)

x—_|+ly—_|= |x—

c. Escoge 4 puntos que cumplan la definicion de parabola y verificalos en la

ecuacion.



Pir=(C , YP=(C , )P3=( , )Ps=( , )

d. Sean F(h, k) las coordenadas del foco, x = c la directrizy P(x,y) cualquier
punto del plano, escribe la ecuacién que cumple la definicion de La
Parabola.

La cuarta actividad tiene como objetivo, propiciar el transito entre La Pardbola
discreta (geometria del taxista) y La Parabola continua (geometria euclidiana), a partir
de la definicion de lugar geométrico cambiando la métrica.

En esta actividad los estudiantes comprueban que se cumple la definicion de Parabola
como lugar geométrico y reconocen la curva que la representa en el espacio.

Para desarrollar la actividad los estudiantes construirdn La Pardbola con materiales
concretos utilizando la técnica del hilograma apoyados de un video tutorial; luego,
verificaran la distancia de algunos puntos al foco y a la directriz comprobando que la
curva generada corresponde a La Parabola.

La actividad permite que el estudiante transite del modo SG—Pcst al AE-PacT en la
geometria euclidiana, al obtener la curva de La Parabola a partir del Hilograma y al
verificar en ella sus propiedades como lugar geométrico y viceversa.

ACTIVIDAD 4

a. Construya La Parabola utilizando la técnica del hilograma.
https://www.youtube.com/watch?v=ndhKiJAhgUs

Pl o 406/470

b. Enla curva que se genera a partir del hilograma, selecciona tres puntos y
verifica que la distancia de cualquier punto al Foco es igual a la distancia de ese
mismo punto a la directriz.

c. Explique si la curva del hilograma corresponde a una Parabola o no.


https://www.youtube.com/watch?v=ndhKiJAhqUs

INTENCIONALIDAD Y DESCRIPCION DE LA GUIA DE APRENDIZAJE
GEOMETRIA ANALITICA

Para el trabajo con los estudiantes de grado 10°, se iniciara con las actividades tres y
cuatro de la Guia de Aprendizaje del grado séptimo, pues contribuye a reconocer
elementos de La Parabola desde dos métricas, la geometria del taxista y la geometria
analitica, permitiendo con esto una mayor comprensién al momento de abordar las
actividades propuestas para esta guia.

La primera actividad tiene por objetivo la construccién del modo SG-Pca a partir
modo AE-Pca, por medio del software dindmico Cabri Géometre Il Plus, en donde el
estudiante podra reconocer las partes de la parabola, las propiedades de simetria, la
relacion entre el parametro p y el lado recto; luego de construido el modo SG-Pca
podra reconocer la definicion de lugar geométrico a traves de la medicion de la distancia
del punto al foco y del punto a la directriz.

ACTIVIDAD 1

Construya la Grafica de La Parabola a partir de la definicion de lugar geométrico,
utilizando el software dindmico Cabri Géometre Il Plus.

Instrucciones:

v Dibuje una recta y asignele el nombre de directriz

v Coloque un punto F que no pertenezca a la recta directriz, este punto seréa el foco
de La Parabola.

v Dibuje un punto deslizador que pertenezca a la directriz.

v Construya una recta perpendicular a la directriz que pase por el punto deslizador.

v Construya una mediatriz entre el deslizador y el foco. La interseccion de la
mediatriz y la recta perpendicular a la mediatriz serd el punto P, el cual
representa los puntos que pertenecen a La Parabola.

v Dibuje el lugar geométrico que se forma con el punto P y el punto deslizador.

v Dibuje una recta perpendicular a la directriz que pase por el foco y asignele el
nombre de eje de simetria.

v Construya el punto de simetria a partir del punto P y el eje de simetria.

v" Valide con la herramienta de medicién el pardmetro p, el lado recto, y las
distancias del punto P al foco y del punto P a la directriz, para comprobar la
definicion de lugar geométrico.

El producto esperado de esta actividad se esboza a continuacion:



Eje de
Simetria

Mediatriz

F Lado
Recto

Punte-del didel punto al foco} = 7,5 cm

espacio Punto de
simetria

didel punto a la directriz) = 7,5 ¢

Deglizador

La actividad dos tiene el objetivo de construir el modo AA-Pca a partir del modo
AE—-Pga, utilizando el Articulador 2. Formula analitica para calcular la distancia
euclidiana, para lo cual se le solicita al estudiante la representacién algebraica de La
Parabola a partir del foco y la directriz.

ACTIVIDAD 2

a. Dibuja en un plano cartesiano La Parabola con foco en (2, —1) y directriz y = =5,
utilizando el software dinamico Cabri Géometre Il Plus, para lo cual debes activar los
ejes cartesianos y la rejilla del software y aplicar los pasos aplicados en la actividad 1.

El resultado esperado de esta actividad sera la siguiente gréfica:

L

V (2,00; -3,00)




b. Escribe la ecuacion de la ecuacion de La Parabola dibujada en el punto anterior
completando los espacios en blanco.

Datos:

Puntos del plano (x,y) € R
Coordenadas del vértice (h, k)
Coordenada del foco (2,—-1)

Directrizy = =5

d((x1’3’1). (x2»3’2)) = \/(xz —x1)%+ (2 —y1)?

d(del punto del plano al foco) = d(del punto del plano a la directriz)

Joe—_ )2+ -()N*=0-(C)
x—_ )P+ +_ )= +_)*
(x—2)2+ y24+2y+_ =y2+10y+___

(x — 2)% = 8y + 24
(x —2)2 =8(y +3)

C. Compare la grafica con la ecuacion y construya una ecuacion que involucre el vértice
(h, k) y el lado recto de La Parébola.

Se espera que el estudiante llegue a la expresion canonica de La Parabola
(x—h)?=LR(y —k)
(x—h)?=4p(y—k)

La tercera actividad tiene el objetivo de construir el modo SG—Pca partiendo del
AA-Pca a partir del Articulador 3. Sistema de coordenadas cartesianas, el cual
permitird construir un bosquejo de La Parébola a partir de darle valores a la variable
independiente x y obtener la correspondiente en vy, utilizando el concepto de simetria el
estudiante podra encontrar el valor de la coordenada del vértice, pues los ejemplos que
se daran coinciden con un vértice que pertenece a coordenadas enteras.

ACTIVIDAD 3

Realice un bosquejo de La Parabola representada por la ecuacion:
(x—3)2=8(y+2)

Instrucciones

a. Despeje la variable y



Se espera que el estudiante responda:

x2—6x—17
8
b. Complete la tabla obteniendo el valor de la variable y

y:

X -2 -1 10 1 2 3 4 5 6 7 8

Y 1,125 |0 -088|-15|-188|-2 |-1,88|-15|-0,88|0 1,125

c. Establezca relaciones de simetria para deducir el vértice:

X -2 -1 |0 1 2 3 4 5 6 7 8

y 1,125 |0 -088|-15|-188|-2 |-188|-15|-0,88|0 1,125

d. Dibuja en el bosquejo de La Parabola en el plano cartesiano.

Para lo que se espera que el estudiante dibuje cada coordenada y una los puntos con
una curva como se muestra a continuacion:

La intencion de la cuarta actividad es la interaccion de los tres modos de
pensamiento, en la cual, el estudiante podrd reconocer con la ayuda del software
dindmico Cabri Géometre Il Plus, La Parabola como lugar geométrico, la representacién
grafica en el modo SG—Pca y la representacion algebraica en el modo AA—Pca, a traves
de los articuladores hipotéticos propuestos.




ACTIVIDAD 4

A partir de la interfaz de La Parabola en el software dinamico Cabri Géometre Il Plus.
Varia la ubicacion del foco y encuentra:

v" Nombra las coordenadas del foco, del vértice y del punto que se desliza por La
Parabola

Determina el parametro p y el lado recto de La Parabola

Escribe la ecuacion de la directriz.

Determina la ecuacion candnica de la Pardbola

Escribe los parametros a, b y ¢ de la ecuacién general de La Parabola

. . . . —b
Encuentra el vértice mediante la expresion: Vertice en la coordenada x = %a

N XXX

Con el uso de la calculadora del software escoge 2 valores para x, para encontrar
su correspondiente en y, verifica estos resultados con el punto que se desliza por
La Parabola.

La interfaz de trabajo es la siguiente:

Directrizy =
E. Cananica (x - 11)2 =4p(y- k)
(x-1)2=12(y-4)

E. General y = ax2 + bx +c

= = - c=
as 0125 b= 2 (474 267)

Comprueba el Vertice (x = -b/2a )

Vertice enx 4,00

Vertice eny : 0,00

F(2,00;-1,00)
Escoje 2 punios en x luego encuentra su "
correspondiente en y usando la _
calculadora p=20cm
X= 1 y=1,13
V(2,00;-3,00)

¢Coinciden los 2 puntos con las coordenadas
de la grafica? .
Deslizador




ANEXO 2

UNIDAD DIDACTICA

) UNIDAD DIDACTICA
“LA PARABOLA, DE LO DISCRETO A LO CONTINUO”

CONTENIDOS CONCEPTUALES DECIMO | La Parabola

SESIONES DE CLASE

SESION 1 Conociendo la Geometria del taxista

Actividad 1: Calles y Carreras “Casa de Juan”

SESION 2 La Parabola en la Geometria del taxista

Actividad 1: Lecturay conversatorio La Parabola en la vida cotidiana

Actividad 2 Juego en Excel

Actividad 3 Taller en parejas - Coordenadas, distancias y ecuacion

SESION 3 Construccion de la parabola haciendo uso del hilograma

Actividad 1 Video “Parabola con Hilo”

Actividad 2 Construccion La Pardbola con la técnica del hilograma

Actividad 3 Analizando la Curva - Trabajo en el cuaderno

SESION 4 Modelando La Parabola con Software Cabri Géometre Il Plus

Actividad 1. Construccién de la parabola en el espacio — trabajo dirigido

Actividad 2. Validando de La Pardbola

SESION 5 Modelando La Parabola en el plano cartesiano con Software Cabri Géometre 11 Plus
Actividad 1. La Parabola en el plano cartesiano del Software Cabri Géometre Il Plus
Actividad 2. Taller en el cuaderno “Ecuacion de La Parabola”

SESION 5 Dibujando La Parabola en el plano cartesiano a partir de la ecuacion general
Actividad 1. Dibujo La Parabola en papel milimetrado

SESION 6 Actividad evaluativa Software Cabri Géometre 11 Plus

Actividad 1. Evaluando mis aprendizajes de La Parabola

TIEMPO DE EJECUCION TOTAL | 11 periodos de clase de 55 minutos (Total 605 minutos)

OBJETIVOS

Objetivo general: Reconocer la definicion de parabola como lugar geométrico y la curva que la representa
en el espacio y en el plano

Objetivos especificos:

e Familiarizar al estudiante con el uso de las estructuras con forma parabolica en la vida cotidiana y
propiciar el transito entre La Parébola discreta (geometria del taxista) y La Parabola continua (geometria
euclidiana), a partir de la definicidn de lugar geométrico cambiando la métrica.

e Comprobar que se cumple la definicion de Parabola como lugar geométrico y reconocer la curva que la
representa en el espacio.

e Reconocer los elementos de La Parabola desde la geometria analitica.

e Representar algebraicamente la Parabola a partir del foco y la directriz.

e Propiciar el transito entre La Pardbola discreta (geometria del taxista) y La Pardbola continua
(geometria euclidiana), a partir de la definicion de lugar geométrico cambiando la métrica.

REFERENTES LEGALES

Estandares grado 10
PENSAMIENTO ESPACIAL Y SISTEMAS GEOMETRICOS
o Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en sistemas de representacion
cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas y figuras conicas




e Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos.
e Resuelvo problemas en los que se usen las propiedades geomeétricas de figuras conicas por medio de
transformaciones de las representaciones algebraicas de esas figuras
PENSAMIENTO METRICO Y SISTEMAS DE MEDIDAS
¢ Disefio estrategias para abordar situaciones de medicion que requieran grados de precision especificos.
PENSAMIENTO VARIACIONAL Y SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS
e Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las graficas de funciones
polindmicas y racionales y de sus derivadas

DBA (Derechos béasicos de aprendizaje)

DBA 5: Explora y describe las propiedades de los lugares geométricos y de sus transformaciones a partir de
diferentes representaciones.

Evidencias de aprendizaje:
v" Localiza objetos geométricos en el plano cartesiano.
v' Identifica propiedades de lugares geométricos a través de sus representaciones en un sistema de
referencia.
v' Utiliza las expresiones simbolicas de las conicas y propone los rangos de variacién para obtener una
grafica requerida.
v Representa lugares geométricos en el plano cartesiano, a partir de sus expresiones algebraicas

DBA 6: Modela objetos geométricos en diversos sistemas de coordenadas (cartesiano, polar, esférico) y
realiza comparaciones y toma decisiones con respecto a los modelos.

Evidencias de aprendizaje
e Determina por medio de gréaficos y métodos analiticos cuando una relacion es una funcién
e Modela situaciones haciendo uso de funciones definidas a trozos.
e Analiza algebraicamente funciones racionales y encuentra su dominio y sus asintotas.

SABERES PREVIOS

Operaciones matematicas basicas (suma, resta y multiplicacion)
Plano cartesiano.

NUmeros enteros y concepto de valor absoluto

Solucién de ecuaciones

Factorizacion

Productos notables

VVVYYY

DESARROLLO DE LAS SESIONES DE CLASE

SESION 1 Conociendo la Geometria del taxista
Tiempo estimado: Un periodo de clase - 55 minutos.

Propositos:

Familiarizar al estudiante con la geometria del taxista.

Escribir una expresion que permita hallar la distancia entre dos puntos cualesquiera.

Acercamiento intuitivo a la definicion de lugar geométrico como una condicion entre pares ordenados
Espacio y organizacion: Aula de clase, trabajo individual

Recursos: Fotocopias.




Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1: Calles y Carreras “La casa de Juan”

Al estudiante se le entrega una fotocopia con la siguiente situacion:

En el barrio donde vive Juan hay muchos lugares que le gusta visitar; para ir de un lugar a otro él debe
recorrer calles y carreras, dichos lugares quedan en las esquinas, es decir, donde se cruza una calle y una
carrera; una cuadra es la distancia que recorre Juan entre dos esquinas consecutivas.

Juan siempre escoge el recorrido mas corto para ir de un lugar a otro.

CARRERAS
F

64

4+

AN

1 Il A
T

t } + $ 7 CALLES
1 2 3 4 5 6

a. ¢Cual es la distancia mas corta en cuadras desde la casa de Juan a la Pizzeria?

b. Teniendo en cuenta que el punto C representa la ubicacién de la casa y el punto P la ubicacién de la
pizzeria. Traza en los siguientes planos cartesianos las diferentes rutas que Juan puede recorrer de la
casa a la pizzeria. Luego escribe cuantas calles y cuantas carreras recorrié en cada uno de los

planos.
v v v
N . i
6 614+ 6
5 e 5+ e 5 e
P P P
4 4+ 4
3 31 3
2 L 2+ o 2 o
1 1+ 1
< + + + + + —> 2 £ + + + + + —> 2 € + + l + + —
1 2 3 4 3 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 1 1
Numero de Calles: Numero de Calles: Numero de Calles:
Ndmero de Carreras: Nlmero de Carreras: Numero de Carreras:
Yy Y v
i ~ A
6 64+ 6
5 '] 51+ e 5 e
P P P
4 4+ 4
3 3t 3
2 o 2+ o 2 o
1 1+ 1
L —>z £ + —>z £ —
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
v v v

c. De acuerdo con lo anterior responde:
1. ¢El ndmero de calles y carreras en las diferentes rutas cambia?




2. ¢Cuantas rutas diferentes pudo recorrer Juan?
3. ¢Cudl es la coordenada de la ubicacion de la casa “C” y la pizzeria “P”?
CC__ ) PC__))

4. Construye una expresion que permita hallar las calles recorridas por Juan, de acuerdo con las
coordenadas de la casa y la pizzeria. Recuerda tener en cuenta el concepto de valor absoluto

5. Construye una expresion que permita hallar las carreras recorridas por Juan, de acuerdo con las
coordenadas de la casa y la pizzeria. Recuerda tener en cuenta el concepto de valor absoluto.

6. Construye una expresion que permita hallar la distancia entre la casa y la pizzeria utilizando las
coordenadas de ambos puntos.

SESION 2 La Parabola en la Geometria del taxista
Tiempo estimado: Dos periodos de clase - 110 minutos

Propositos:

= Familiarizar al estudiante con estructuras de forma parabodlica en la vida cotidiana.

= Construir la grafica de La Parabola a partir de la nocién de distancia en la geometria del taxista
Espacio y organizacion: Aula de sistemas y trabajo en parejas.

Recursos: Video beam, Computador. Fotocopias, Excel, power point

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1: Lecturay conversatorio La Parabola en la vida cotidiana
El docente entrega una fotocopia a los estudiantes con una lectura de las aplicaciones de la pardbola en la
vida cotidiana, proyecta una presentacion de power point con imagenes relacionadas y genera un
conversatorio a través de preguntas inductivas tales como:

1. ¢Qué diferencias existen en las imagenes proyectadas?

2. ¢Qué similitudes encuentras en las imagenes proyectadas?

3. ¢En qué casos se emplean las pardbolas y por qué?

Actividad 2 Juego en Excel
Se conforman grupos de 2 o 3 estudiantes para trabajar en la geometria del taxista a través de un juego en
Excel donde pueden mover y ubicar objetos y una fotocopia para completar la informacion.

JUEGO EN EXCEL

Lee atentamente cada instruccion, teniendo presente la siguiente definicién: En Geometria decimos que una
Parabola es el conjunto de puntos del plano que se encuentran a la misma distancia de un punto llamado
foco y una recta llamada directriz.

En la interfaz del juego, la casa representa el foco y la cancha representa la directriz.
d. Ubica en el plano todos los objetos de tal manera que cumplan la condicion dada para la definicién

de La Parabola.
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e. Ahora, esa figura que te resultod del numeral anterior la vas a trasladar a un nuevo plano, ubicando
los puntos que corresponden a cada uno de los objetos (con sus respectivas letras) y luego completa
la informacién de la tabla segun su ubicacién en calles y carreras.

f. Teniendo en cuenta lo anterior,
analiza y justifica:
. Si la escuela estuviera ubicada en la calle
6 con la carrera 4, es decir, en la
coordenada (6, 4), ¢Perteneceria este
objeto al conjunto de puntos de La
t Parabola que construiste?
¢Por qué?
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Actividad 3 Taller en parejas - Coordenadas, distancias y ecuacion

a. De acuerdo con los puntos ubicados en el siguiente plano completa la informacién de la tabla segun

corresponda
. TABLA DE DISTANCIAS
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b. En siguiente gréafica, saca del plano los objetos que no cumplen con la siguiente condicion:

d(objeto, casa) = 3 cuadras
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¢ Cuéles objetos no cumplieron con la condicion?

c. Escribe una expresion que permita hallar la distancia entre dos puntos cualesquiera si el punto uno

esA = (X.,Y;) yelpuntodoses B = (X,,Y,)

d. Completa la informacidn de las distancias de cada uno de los puntos ubicados en el siguiente plano,

luego responde las preguntas:

y
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DIRECTRIZ

d (punto A, foco) =
d (punto A, directriz) =

d (punto B, foco) =
d (punto B, directriz) =

d (punto C, foco) =
d (punto C, directriz) =

d (punto D, foco) =
d (punto D, directriz) =

d (punto E, foco) = ___
d (punto E, directriz) =

d (punto F, foco) =
d (punto F, directriz) =

d (punto G, foco) =
d (punto G, directriz) =

d (punto H, foco) =
d (punto H, directriz) =




e Teniendo en cuenta el plano anterior, ¢cuéles de esos puntos cumplen con la definicién de Parabola?

e ;Por que?

e. De acuerdo con el plano anterior, responde las siguientes preguntas
e. Las coordenadas del foco son: F(__,__)

f. Teniendo en cuenta que los puntos del plano estan representados por las coordenadas (x, y), el
foco F(5,4) y ladirectriz x = 1, completa la ecuacion de la parabola

d(Punto,Foco) = d(Punto, Directriz)

x—_|+ly—_I=|x—_]
g. Escoge 4 puntos que cumplan la definicion de parabola y verificalos en la ecuacion.
Plz( ’ ) PZZ( ’ )P3:( ’ )P4-:( ’ )

h. Sean F(h, k) las coordenadas del foco, x = ¢ la directrizy P(x,y) cualquier punto del plano,
escribe la ecuacion que cumple la definicion de La Parabola.

SESION 3 Construccion de la parabola haciendo uso del hilograma
Tiempo estimado: Dos periodos de clase — 110 minutos

Propdsitos:

Construccion de la parabola con materiales concretos

Comprobar que se cumple la definicion de La Parabola como lugar geométrico en la curva del hilograma
que la representa en el espacio.

Espacio y organizacion: Aula de clase y trabajo en parejas

Recursos: Hilo, Alfileres, Cartdn paja, Papel milimetrado, Icopor, Computador, video tutorial

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1 Video “Parabola con Hilo”
a. Observacion del video tutorial desde https://www.youtube.com/watch?v=ndhKiJAhqUs para

construir La Parabola con la técnica del hilograma.
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Actividad 2 Construccion La Pardbola con la técnica del hilograma
a. El docente conformara parejas de estudiantes para que cada grupo realice la construccion respectiva,

se sugiere que cada grupo tenga un generador de ideas y un corrector (el encargado de socializar se
elegira al azar).



https://www.youtube.com/watch?v=ndhKiJAhqUs

b. Entrega de materiales a cada una de las parejas de estudiantes.
c. Construccion La Parabola y asesoria permanente del docente.

Actividad 3 Analizando la Curva - Trabajo en el cuaderno

= Con la curva que se genera a partir del hilograma, selecciona tres puntos y escribe en tu
cuaderno las coordenadas de ellos

= Utiliza la regla para verificar que la distancia de cada punto al Foco es igual a la distancia de
ese mismo punto a la directriz.

= Escribe las distancias frente a las coordenadas de los tres puntos seleccionados.

= Explicasi la curva del hilograma corresponde a una Parabola o no.

= Si comparas esta curva de La Parabola con la construida en la geometria del taxista, que
diferencias y similitudes encuentras entre ellas.

= Que elementos o propiedades de la Parabola pudiste verificar en la gréafica de la geometria
del taxista y la grafica del hilograma

SESION 4 Modelando La Parabola con Software Cabri Géometre 11 Plus
Tiempo estimado: Dos periodos de clase — 110 minutos

Propdsitos:

= Reconocer las partes de La Pardbola en la Geometria Analitica, las propiedades de simetria, la relacion
entre el pardmetro p y el lado recto

= Reconocer la definicion de lugar geométrico a través de la medicion de la distancia del punto al foco y
del punto a la directriz.

Espacio y organizacion: Aula de sistemas y grupos de trabajo

Recursos: Computador, Software Cabri Géometre Il Plus

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1. Construccién de la parabola en el espacio

Por parejas de trabajo, los estudiantes construiran la Grafica de La Parabola a partir de la definicién de
lugar geométrico, utilizando el software dinamico Cabri Géometre Il Plus.

El docente solicitara a los estudiantes seguir las siguientes instrucciones:
a. Dibuje una recta y asignele el nombre de directriz
Coloque un punto F que no pertenezca a la recta directriz, este punto seré el foco de La Parabola.
Dibuje un punto deslizador que pertenezca a la directriz.
Construya una recta perpendicular a la directriz que pase por el punto deslizador.
Construya una mediatriz entre el deslizador y el foco. La interseccion de la mediatriz y la recta
perpendicular a la mediatriz serd el punto P, el cual representa los puntos que pertenecen a La
Parabola.
f. Dibuje el lugar geométrico que se forma con el punto P y el punto deslizador.
g. Dibuje una recta perpendicular a la directriz que pase por el foco y asignele el nombre de eje de
simetria.
h. Construya el punto de simetria a partir del punto P y el eje de simetria.
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Actividad 2. Validando de La Parabola

Valide con la herramienta de medicion el parametro p, el lado recto, y las distancias del punto P al foco y




del punto P a la directriz, para comprobar la definicion de lugar geométrico.

Se espera que el estudiante obtenga una figura similar a la que se muestra a continuacion

Eje de
Simetria

Mediatriz

Lado

a Recto

Punte-det dfdef punto af foco) = 7,5 cm

espacio Punto de
simetria

dide! punto a la directriz) = 7,5 ci

Deslizador

SESION 5 Modelando La Parabola en el plano cartesiano con Software Cabri Géometre Il Plus
Tiempo estimado: Dos periodos de clase — 110 minutos

Propdsitos:

» Modelar La Parabola en el plano cartesiano mediante el Software Cabri Géometre Il Plus
= Construir la expresion candnica de La Parabola

Espacio y organizacion: Aula de sistemas y parejas de trabajo

Recursos: Computador, cuaderno, Software Cabri Géometre Il Plus

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1. La Parabola en el plano cartesiano del Software Cabri Géometre 11 Plus

Por parejas de trabajo, los estudiantes realizaran un trabajo dirigido utilizando el Software Cabri Géometre
Il Plus
El docente solicitara a los estudiantes seguir las siguientes instrucciones:
a. Activar los ejes cartesianos y la rejilla del software
b. Aplicar los pasos aplicados en la actividad final de la sesién de la clase anterior.
c. Dibujar en un plano cartesiano La Pardbola con foco en (2,—1) y directriz y = —5, utilizando el
software dinamico Cabri Géometre Il Plus.

El resultado esperado de esta actividad sera la siguiente gréfica:

_F(2,00; -1,00
P 2,00

V (2,00; -3,00)




Actividad 2. Taller en el cuaderno “Ecuacion de La Parabola”

Escribe la ecuacion de La Parabola dibujada en el punto anterior completando los espacios en blanco.
Datos:

= Puntos del plano (x,y) € R

= Coordenadas del vértice (h, k)

= Coordenada del foco (2,—-1)

» Directrizy = =5

. d((x1:3’1); (leyZ)) =02 —x1)% + (y2 — y1)?

d(del punto del plano al foco) = d(del punto del plano a la directriz)

Va-_ 2+ -())2=0-()
x—_P+0+_ )= G+_)’
(x—2)*+ y*+2y+__ =y*4+10y+__
(x —2)2 =8y +24
(x—2)?=8(y +3)
d. Compare la gréfica con la ecuacion y construya una ecuacion que involucre el vértice (h, k) y el
lado recto de La Parabola.

Se espera que el estudiante llegue a la expresion canénica de La Parabola
(x—h)>=LR(y —k)
(x—h)? =4p(y — k)

SESION 5 Dibujando La Parabola en el plano cartesiano a partir de la ecuacion general
Tiempo estimado: Dos periodos de clase — 110 minutos

Propdsitos:

Construir en papel milimetrado un bosquejo de La Parabola a partir variable independiente x y obtener la
correspondiente en y,

Utilizar el concepto de simetria para encontrar el valor de la coordenada del vértice.

Espacio y organizacién: Aula de clase, trabajo en parejas

Recursos: Papel milimetrado.

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1. Dibujo La Parabola en papel milimetrado
= El docente hace entrega a cada uno de los estudiantes una hoja de papel milimetrado
= Se solicitard a los estudiantes que realicen en el papel milimetrado un bosquejo de La Parabola
representada por la ecuacion:
(x—3)2=8(y +2)
Se espera que el estudiante realice los siguientes pasos

e. Despeje la variable y

x2—6x—7




f. Complete la tabla de datos obteniendo el valor de la variable y

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 718

1,125 0 -0,88 -1,5 -1,88 -2 -1,88 -1,5 -0,88 0 | 1,125

g. Establezca relaciones de simetria para deducir el vértice:

x -2 -1 10 1 2 3 |4 5 6 7 |8

y 1,125 | O -0,88 |-15|-188|-2 |-1,88|-15|-0,88 |0 | 1,125

h. Dibuje en el papel milimetrado el bosquejo de La Pardbola en el plano cartesiano con cada
coordenada y una los puntos con una curva como se muestra a continuacion:

SESION 6 Actividad evaluativa Software Cabri Géometre 11 Plus
Tiempo estimado: Dos periodos de clase — 110 minutos

Propdsitos:

= Reconocer con la ayuda del software dindmico Cabri Géometre Il Plus, La Parabola como lugar
geomeétrico, su representacion grafica y algebraica

Espacio y organizacién: Aula de sistemas, trabajo individual

Recursos: Computador, Software Cabri Géometre Il Plus

Descripcion actividades de la sesion

Actividad 1. Evaluando mis aprendizajes de La Parabola

a. El docente ubica a cada uno de los estudiantes en un computador el cual ya tiene el interfaz de La
Parabola en el software dindmico Cabri Géometre

b. Cada uno de los estudiantes a partir de la interfaz de La Parabola en el software dindmico Cabri
Géometre 1l. Varia la ubicacion del foco y encuentra:

Nombra las coordenadas del foco, del vértice y del punto que se desliza por La Parabola

Determina el parametro p y el lado recto de La Parabola

Escribe la ecuacion de la directriz.

Determina la ecuacion canonica de la Parabola

Escribe los pardmetros a, b y ¢ de la ecuacién general de La Pardbola

ANANENENEN




Loy . .y . -b
v Encuentra el vértice mediante la expresion: Vertice en la coordenada x = =

v Con el uso de la calculadora del software escoge 2 valores para x, para encontrar su correspondiente
eny, verifica estos resultados con el punto que se desliza por La Parabola.

La interfaz de trabajo es la siguiente:

Directrizy =
E. Canénica (x - h)2 =4p (y- k)
(x-12=12ly-4)

E. General: y = axZ + bx +c

= -4 o= 2
as 0125 b (-4,74; 2.67)

Comprueba el Vertice (x = -b/2a)

Vertice enx : 4,00

Vertice eny : 0,00

F(2,00; -1,00)
Escoje 2 punios en x luego encuentra su -
correspondiente en y usando la _
calculadora p=20cm
X= 1 y=113
V(2,00; -3,00)

¢ Coinciden los 2 puntos con las coordenadas
de la grafica? X
Deslizador




ANEXO 3

EVIDENCIAS DE LOS CUESTIONARIOS APLICADOS

En el siguiente enlace se encuentran las evidencias de las respuestas dadas por los
estudiantes en cada uno de los cuestionarios.

CARPETA EN DRIVE
https://drive.google.com/open?id=1Dcp391saSjvP6iINIQVY Ba25Sw5GJvthV



https://drive.google.com/open?id=1Dcp391saSjvP6iNlQVYBa25Sw5GJvthV

